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了 咱 


物理 学 是 研究 物质 能量 以 及 它们 之 间 相 互 作用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 
学 、 生 命 . 材 料 ,信息 、 能 源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 ,同时 还 是 许多 新 兴学 
科 和 交叉 学 科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 竞争 日 趋 激烈 的 今天 ， 
物理 学 不 仅 固 于 基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ,而 且 在 社会 发 展 与 人 类 
进步 的 历史 进程 中 发 挥 着 越 来 越 关键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 , 随 着 中 国政 治 、 经 济 、 教 育 、 文 
化 等 领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ,我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ,做 
出 了 很 多 为 世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物 理 正 在 经 历 一 个 历史 上 
少 有 的 黄金 时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快 速 发 展 的 背景 下 ,近年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百 
花 齐 放 的 良好 态势 ,在 知识 传承 、 学 术 交 流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 替 
代 的 作用 。 从 男 一 方面 看 ,尽管 国内 各 出 版 社 相 继 推 出 了 一 些 质 量 很 高 的 
物理 教材 和 图 书 , 但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ,深入 浅 出 地 介绍 
其 与 现代 科学 技术 之 间 的 渊源 ,并 针对 不 同 层次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 
和 研究 参考 , 仍 是 我 国 科 学 传播 与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 .加 快 相关 学 科 的 建设 与 发 展 ,特别 是 展 
现 近年 来 中 国 物 理学 者 的 研究 水 平和 成 果 , 北 京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基 
金 的 支持 下 推出 了 “中 外 物理 学 精品 书 系 ”, 试 图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝 
试 和 探索 。 该 书 系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 顶尖 高 校 及 科研 
院 所 的 知名 专家 学 者 。 他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活路 的 专家 ,确保 了 整套 
从 书 的 权威 性 和 前 瞻 性 。 

这 套 书 系 内 容 丰 富 , 涵 盖 面 广 ,可 读 性 强 , 其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 
发 展 的 梳理 和 总 结 , 也 有 对 正在 蓬勃 发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展示 ; 既 引 
进 和 介绍 了 世界 物理 学 研究 的 发 展 动态 ,也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物 
理 的 优秀 专著 。 可 以 说 ,“ 中 外 物理 学 精品 书 系 ” 力 图 完整 呈现 近 现 代 世 界 


2 物理 学 中 的 分 形 


和 中 国 物理 科学 发 展 的 全 瑶 ,是 一 部 目前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价值 和 
阅读 乐趣 的 经 典 物理 从 书 。 

“中 外 物理 学 精品 书 系 ” 男 一 个 突出 特点 是 ,在 把 西方 物理 的 精华 要 义 
“请 进来 ”的 同时 ,也 将 我 国 近 现 代 物 理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 ”。 物 理学 科 在 
世界 范围 内 的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著作 和 前 沿 动 
态 , 可 以 满足 当前 国内 物理 教学 和 科研 工作 的 迫切 需求 。 男 一 方面 ,改革 
开放 几 十 年 来 ,我 国 的 物理 学 研究 取得 了 长 足 发 展 ,一 大 批 具 有 较 高 学 术 
价值 的 著作 相继 问世 。 这 套 丛 书 首次 将 一 些 中 国 物 理学 者 的 优秀 论著 以 
英文 版 的 形式 直接 推 向 国际 相关 研究 的 主流 领域 ,使 世界 对 中 国 物 理学 的 
过 去 和 现状 有 更 多 的 深入 了 解 ,不 仅 充分 展示 出 中 国 物理 学 研究 和 积累 的 
“ 硬 实力 ”, 也 向 世界 主动 传播 我 国 科技 文化 领域 不 断 创 新 的 “ 软 实 力 ”, 对 
全 面 提升 中 国 科 学 .教育 和 文化 领域 的 国际 形象 起 到 重要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 ,“ 中 外 物理 学 精品 书 系 ”还 对 中 国 近 现 代 物 理学 科 的 经 
典 著作 进行 了 全 面 收 录 。20 世纪 以 来 ,中 国 物理 界 诞 生 了 很 多 经 典 作 品 ， 
但 当时 大 都 分 散 出 版 ,如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 
中 ,读者 们 对 这 些 论著 也 都 是 “只 闻 其 声 , 未 见 其 真 "。 该 书 系 的 编者 们 在 
这 方面 下 了 很 大 工夫 ,对 中 国 物 理学 科 不 同时 期 不同 分 支 的 经 典 著 作 进 
行 了 系统 的 整理 和 收录 。 这 项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意义 和 社会 价值 ， 
不 仅 可 以 很 好 地 保护 和 传承 我 国 物理 学 的 经 典 文献 ,充分 发 挥 其 应 有 的 传 
世 育 人 的 作用 ,更 能 使 广大 物理 学 人 和 青年 学 子 切 身体 会 我 国 物理 学 研究 
的 发 展 脉 络 和 优良 传统 ,真正 领悟 到 老 一 辈 科 学 家 严谨 求实 .追求 卓越 、 博 
大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科 学 技术 大 会 上 指出 ,“ 加 强 基 础 研究 是 提 
升 国家 创新 能 力 、 积 累 智力 资本 的 重要 途径 ,是 我 国 跻 身世 界 科技 强国 的 
必要 条 件 ”。 中 国 的 发 展 在 于 创新 ,而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源 
果 。 我 相信 ,这 套 “ 中 外 物理 学 精品 书 系 ” 的 出 版 ,不 仅 可 以 使 所 有 热爱 和 
人 研究 物理 学 的 人 们 从 中 获取 思维 的 启迪 、 智 力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ,也 将 
进一步 推动 其 他 相关 基础 科学 更 好 更 快 地 发 展 ,为 我 国 今后 的 科技 创新 和 
社会 进步 做 出 应 有 的 贡献 。 


“中 外 物理 学 精品 书 系 " 编 委 会 ”主任 
中 国 科 学 院 院 士 ,北京 大 学 教授 
王 恩 哥 
2010 年 5 月 于 菩 园 
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本 书 首先 介绍 了 物理 学 中 的 分 形 现象 ,如 连续 相 变 、 逾 渗 、 随 机 游 动 、 


二 吕 声 、 生 长 现象 .异常 扩散 涡流、 气候 等 ,进而 引出 标 度 对 称 性 这 一 重 


要 概念 . 之 后 ,本 书 介绍 了 分 数 维 的 物理 含义 ,如 临界 奇异 性 、 间 隙 性 、 级 
联 过 程 、 层 次 结构 等 ,特别 是 近代 物理 学 所 关注 的 记忆 性 . 接 下 来 ,本 书 讲 
解 了 涉及 分 形 的 一 些 数理 基础 和 概念 ,如 标 度 变 换 、 重 正 化 变换 、 函 数 方 
程 . 自 相似 随机 过 程 、. 小 波 变换 、 多 重 分 形 等 .本 书 也 介绍 了 分 形 在 混沌 、 
涨 流 、 时 间 序 列 、 自 组 织 及 自 组 织 临 界 现象 等 问题 中 的 研究 进展 . 最 后 ,本 
书 还 讲述 了 分 数 阶 微 积分 及 分 数 阶 动力 学 . 它们 是 非 线 性 分 形 物理 学 的 
最 新 研究 成 果 . 

本 书 力求 将 分 形 概念 物理 化 ,并 用 直观 和 相对 简单 的 方法 去 说 明 有 
关 分 形 的 概念 ,使 读者 能 从 应 用 数学 的 范畴 去 了 解 新 的 物理 问题 ,以 便 应 
用 于 物理 学 的 各 个 分 支 领域 . 

本 书 可 作为 理工 科大 学 本 科 生 、 研 究 生 的 教材 和 参考 书 , 也 可 供 理工 
科大 学 教师 和 有 关 科 研 人 员 阅 读 参 考 . 
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自从 1982 年 曼 德 布 罗 特 发 表 专 著 The Fractal Geometry of Nature 
以 来 ,分 形 在 物理 学 中 的 研究 蓬勃 发 展 . 1989 年 我 们 撰写 的 《 非 线 性 动力 学 
和 复杂 现象 ;一 书 , 就 专门 有 一 章 介绍 分 形 . 1993 年 ,我们 又 写 了 《分 形 和 分 
维 引 论 ;一 书 , 向 国内 读者 介绍 分 形 . 三 十 年 过 去 了 ,能 通过 《物理 学 中 的 分 
形 ;) 一 书 向 读者 介绍 分 形 及 它 在 物理 学 中 的 研究 成 果 ,我 们 感到 很 是 欣慰 . 

三 十 年 来 分 形 研 究 有 什么 进展 呢 ? 

(1) 它 已 经 从 几何 学 的 领域 扩展 至 多 尺度 系统 的 物理 学 ` 气候 学 .生物 

(2) 它 已 经 从 简单 的 维 数 是 分 数 的 概念 扩展 到 研究 物理 学 相 变 标 度 
律 . 消 流 的 多 种 间 院 模型 .生物 学 和 经 济 学 等 的 多 种 标 度 关系 等 . 

(3) 它 已 经 从 整数 阶 微 积分 扩展 到 分 数 阶 微 积 分 . 

(4) 它 已 经 从 无 记忆 系统 扩展 到 有 长 期 记忆 性 的 系统 . 

以 上 进展 已 经 使 以 分 形 为 主要 内 容 的 非 线 性 物理 学 成 为 当代 物理 学 
的 重要 组 成 部 分 . 

本 书 的 特色 是 从 物理 学 中 常见 的 分 形 现象 人 手 , 从 而 使 读者 了 解 分 形 
的 物理 含义 .本 书 对 分 形 物 理 的 基础 部 分 一 一 标 度 变换 .迭代 函数 系统 和 
小 波 变换 等 都 做 了 详细 的 介绍 ,将 物理 学 中 的 重 正 化 群 变换 、 满 流 的 间 际 
模型 、 自 相似 和 随机 过 程 、 自 组 织 临 界 现象 等 都 紧密 地 和 分 形 、 分 数 维 相 

本 书 还 将 分 数 阶 微 积 分 及 分 数 阶 动力 学 引进 ,以 使 读者 对 于 这 个 非 线 
性 物理 的 最 新 进展 有 详细 的 了 解 . 

本 书 共 分 为 12 章 , 第 一 章 介 绍 物理 学 中 的 分 形 现象 ,包括 相 变 、 逾 渗 、 
消 流 .地震 .气候 .异常 扩散 等 . 第 二 章 介绍 分 数 维 的 物理 意义 . 除了 多 尺度 
的 标记 ,间隙 性 的 表现 外 ,该 章 还 介绍 了 处 处 不 可 微 的 奇异 性 及 记忆 性 . 这 
在 一 般 分 形 书 中 是 少 有 的 . 第 三 章 介绍 标 度 变换 和 迭代 函数 方程 ,说 明和 
函数 是 核心 ,还 介绍 了 近 十 年 来 刚刚 出 现 的 分 形 时 空 观 一 一 尺度 的 “ 伽 利 
略 变换 "和 * 治 伦 兹 变换 ”第 四 音 介 绍 重 正 化 群 变换 ,特别 将 相 变 与 分 贫 、 
突变 的 奇异 性 相 联系 . 第 五 章 介绍 宏观 尺度 和 微观 尺度 分 离 的 布朗 运动 ， 
以 及 尺度 不 能 分 离 的 列 维 运动 ,从 而 论述 从 短程 相关 到 长 程 相关 的 过 程 
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第 六 章 介绍 小 波 变换 ,着重 说 明 小 波 变 换 和 分 形 一 样 具有 标 度 不 变性 . 哈 
尔 标 度 函 数 由 于 可 以 尺度 变换 及 平移 ,因而 可 以 简洁 地 用 来 表示 分 形 . 第 
七 章 介 绍 多 重 分 形 ,用 统计 物理 中 的 配 分 函数 来 解决 物理 量 不 均匀 的 分 形 
问题 .第 八 章 介绍 混沌 、 满 流 和 分 形 、 分 数 维 的 关系 ,从 而 使 著名 的 注 流 模 
型 可 以 用 分 数 维 区 分 开 来 .第 九 章 介 绍 处 处 连续 而 不 可 微 的 时 间 序 列 如 何 
用 分 形 来 重 构 相 空间 ,特别 介绍 了 长 记忆 性 的 时 间 序 列 . 第 十 章 介 绍 自 组 
织 和 自 组 织 临 界 性 以 及 自然 界 常见 的 分 形 结 构 . 这 些 结构 都 是 源 于 自 相 似 
过 程 . 第 十 一 章 介 绍 分 数 阶 导 数 的 来 源 ,着 重 从 差分 的 极限 入 手 说 明 常 用 
的 黎 曼 - 刘 维 尔 分 数 阶 导数 和 积分 的 表达 式 是 合理 的 ,并 特别 说 明了 整数 
阶 导数 为 零 和 分 数 阶 导数 为 零 的 物理 差异 . 第 十 二 章 主要 讲述 将 传统 力 
学 、 电 学 、 随 机 运动 的 有 关 动 力学 方程 演变 成 分 数 阶 的 动力 学 方程 的 物理 . 

总 之 ,这 12 章 内 容 全 部 从 物理 学 出 发 ,数学 工具 也 是 为 说 明 多 尺度 现 
象 而 引入 ,以 使 之 更 具体 、 更 合理 . 

本 书 得 到 “中 外 物理 学 精品 书 系 " 编 委 会 主任 王 恩 哥 院士 及 执行 编 委 
张 柄 教授 的 大 力 支 持 ,我 们 在 此 表示 衷心 感谢 ! 
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第 一 章 ”物理 学 中 的 分 形 现象 


分 形 (fractal) 这 个 词 是 1982 年 曼 德 布 罗 特 (B. B. Mandelbrot) 提 出 的 ,来 自 
于 拉丁 文 fractus, 意 思 是 断裂 和 碎片 ,所谓 “断裂 和 碎片 ”, 用 现在 的 术语 说 就 是 
系统 有 大 大 小 小 不 同 的 “尺度 ”或 “ 涨 落 ”. 而 且 , 这 种 大 小 的 差别 是 跨 量 级 的 , 通 
常 称 为 无 特征 尺度 现象 . 这 种 情况 在 物理 学 中 已 出 现 过 . 以 铁 磁 相 变 为 例 , 当 
温度 降低 到 临界 温度 T. 时 , 涨 落 急 剧 增加 ,粒子 磁 矩 之 间 的 相互 作用 压倒 了 随 
机 热 运动 ,粒子 之 间 的 关联 越 来 越 强 , 从 而 形成 了 各 种 尺度 的 “集团 和”" 涨 落 ”， 
见 图 1.1. 图 1.1 中 各 种 大 大 小 小 “集团 ? 磁 矩 的 排列 是 基本 有 序 的 ,但 有 些 “ 集 
团 ” 的 取向 仍 是 随机 的 . 这 里 的 “尺度 ?就 是 指 两 个 相 邻 磁 和 矩 间 的 距离 . 在 临界 点 
处 ,这 个 距离 小 到 唱 格 常数 ,大 到 无 穷 大 ,大 大 小 小 的 尺度 都 有 ,所 以 是 一 种 无 特 
征 尺 度 现 象 . 无 特征 尺度 现象 有 什么 特征 呢 ? 简单 地 说 ,就 是 由 于 尺度 跨越 好 
多 量 级 ,许多 物理 量 随 尺度 变化 而 变化 ,但 却 存 在 不 随 尺 度 变化 的 标 度 指 数 和 标 
度 律 . 下 面 将 以 多 种 物理 现象 来 说 明 . 


1.1 在 临界 温度 T. 上 磁 矩 (箭头 ) 的 各 种 "集团 ” 


$1.1 相 变 和 临界 指数 


物理 学 中 的 连续 相 变 是 大 量 粒子 的 集体 效应 ,一块 处 于 高 温 下 的 磁铁 ,由 于 
热 噪声 ,微观 粒子 的 磁 矩 杂乱 无 章 地 排列 着 ,在 宏观 上 表现 不 出 磁性 . 但 当 温 度 
下 降 到 “ 居 里 点 ”的 临界 温度 工 时 ,突然 沿革 个 方向 出 现 了 宏观 磁 矩 ,对 称 性 从 
绕 一 切 可 能 方向 的 转动 对 称 , 下 降 到 沿 宏观 磁 卸 的 一 个 方向 的 转动 对 称 , 出 现 了 
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本 章 开 头 所 说 的 ,大 大 小 小 “集团 ” 磁 和 矩 排列 有 序 的 磁化 状态 . 

我 们 把 铁 磁 相 变 看 成 是 大 量 唱 格 上 自 旋 相互 作用 的 结果 . 图 1. 2(a) 是 原来 
的 唱 格 . 由 于 有 大 大 小 小 的 “集团 ”, 著 名 的 伊 辛 (Ising) 模 型 将 原来 每 边 两 个 自 
旋 合 起 来 组 成 一 个 小 的 “集团 ”的 自 旋 块 ,如 图 1. 2(b) 中 方 框 所 示 . 这 样 就 组 成 
了 四 个 小 “集团 ”的 自 旋 块 , 见 图 1.2(c). 类 似 地 ,四 个 小 “集团 ”还 可 以 合 起 来 构 
成 一 个 较 大 的 “集团 ”由 于 磁 和 矩 之 间 的 相互 作用 完全 取决 于 温度 工 ,或 温度 工 


图 1.2 自 旋 集团 模型 


和 临界 温度 T. 之 差 
T= Eo (1.1) 
因此 T 一 T. 就 是 一 把 ”太子 ”. 
现在 图 1. 2(c) 的 小 晶 格 * 集 团 "之 间 的 距离 比 原来 晶 格 图 1. 2(a) 大 了 一 信 ， 
即 尺子 由 原来 的 了 一 T. 变 成 了 XCT 一 T.) ,相当 于 做 了 一 个 尺度 变换 
(TT— I T Ys A C1.2) 
那么 磁 矩 之 间 的 关联 程度 就 变 弱 了 .我 们 用 表示 两 个 关联 自 旋 的 距离 , 它 称 
为 关联 长 度 . 
“尺子 "扩大 到 了 4 信 , 关 联 长 度 却 缩小 到 了 原来 的 +* (为 二). 即 
é[A(T—T.)]=A (TT—T.). Ll 
Q. 3) 式 说 明 ,在 铁 磁体 中 描述 磁 逢 相互 作用 的 物理 量 相干 长 度 8, 随 着 尺子 
(T 一 T.) 长 度 的 变化 而 变化 . 这 种 “尺子 "可 以 跨越 好 多 量 级 ,到 了 一 工 时 , 关 
联 长 度 为 无 穷 大 ,因此 ,这 一 系统 可 以 说 是 一 个 没有 特征 尺度 的 系统 . 
容易 验证 (1. 3) 式 的 解 是 


UTI={(T— TY)™, (1.4) 
其 中 v 称 为 临界 指数 . 
由 (1. 3) 式 ,得 到 

地 一 “， (1.5) 


因此 求 得 


》1.2 潢 流 涡 旋 3 


_In2 
rt (1 67 


(1. 6) 式 说 明 , 关 联 长 度 & 随 尺子 变化 而 变化 ,但 无 论 尺子 如 何 变 ,临界 指数 vy 是 
不 变 的 . 这 就 称 为 标 度 不 变性 . 式 子 (1. 3) 式 称 为 标 度 律 . 

《1. 4) 式 从 物理 上 说 明 ,在 临界 点 T=T. 处 ,关联 长 度 & 总 是 无 穷 大 .， 自 旋 
为 一 种 取向 的 “集团 ” 连 成 一 片 ,占有 优势 , 铁 磁体 变 成 了 磁体 . 铁 磁体 则 由 自 旋 
格子 中 取向 的 各 向 同性 的 对 称 , 降 低 到 有 一 个 特定 的 方向 取向 . 这 种 过 程 称 为 对 
称 破 缺 . 

以 上 说 明 , 相 变现 象 中 ,在 临界 点 处 各 种 尺度 的 涨 落 都 有 ,是 一 种 无 特征 尺 
度 的 分 形 现象 , 关联 长 度 & 随 尺子 的 长 度 变化 而 变化 ,但 临界 指数 不 变 . 


§ 1.2 灌流 涡 旋 


大 家 知道 , 漠 流 现象 中 常 伴 有 大 大 小 小 各 种 尺度 的 涡 旋 . 在 对 流 滚滚 的 雷 
雨 云 中 ,小 涡 旋 的 尺度 只 有 几 厘 米 ,而 大 涡 旋 的 尺度 可 达 数 千 米 ,尺度 跨越 5 一 6 
个 量 级 . 和 上 节 中 的 大 大 小 小 的 磁 矩 “集团 ”类似 ,这 也 是 一 种 无 特征 尺度 现象 . 
我 们 设想 一 个 大 涡 旋 是 一 个 单位 正方 形 的 旋涡 , 见 图 1. 3. 它 在 湛 流 中 不 断 分 裂 


出 小 涡 施 ,如 第 一 步 它 分 成 三 个 边 长 为 去 的 小 正方 形 的 涡 旋 ,之 后 每 个 小 涡 施 
又 分 成 边 长 为 (十) 的 三 个 更 小 的 涡 旋 , 这 样 的 分 裂 过 程 一 直 持续 下 去 ,这 种 过 
程 称 为 级 联 (cascade) 过 程 . 


图 1.3 大 涡 旋 分 成 小 涡 旋 的 级 联 过 程 


显然 涡 旋 的 个 数 随 着 尺度 减 小 而 增多 . 但 涡 旋 的 总 面积 S 则 随 着 尺度 7 的 
减 小 而 减 小 . 设 涡 旋 面 积 S(r) 和 尺度 + 的 关系 为 
SC7D 5 C1.7) 
涡 旋 分 裂 n 次 后 ,由 图 1. 3 容易 得 到 


[DT 0 
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将 (1. 8) 式 两 边 取 对 数 , 求 得 


ln3 
p=2 一 瑟 . (1. 9) 


(1.9) 式 说 明 , 尽 管 涡 旋 面积 S 随 尺 度 变 化 而 变化 ,但 是 指数 w 不 变 . 
由 于 随 尺度 的 减 小 涡 旋 的 面积 也 减 小 ,表明 小 潢 
ei Mn 若 将 上 
结果 推广 到 三 维 立 方 体 , 那 么 由 于 这 种 大 涡 旋 分 
pe 最 后 在 三 维 空 间 中 ,就 好 像 
只 在 空间 的 某 些 点 上 有 强度 很 大 的 涡 旋 , 见 图 1. 4. 
这 种 小 涡 旋 并 不 充满 空间 的 状态 , 称 为 灌流 的 间 欣 
性 . 第 八 章 将 仔细 地 讨论 类 似 于 相 变 临界 指数 的 湛 流 
能 谱 的 科 尔 莫 威 罗 夫 (Kolmogorov) 指 数 . 
这 一 节 说 明 , 满 流 也 是 一 种 分 形 现象 . 


图 1.4 满 流 的 间歇 性 


当 雨 落 到 地 面 后 ,雨水 要 经 过 土壤 中 的 土 块 才 能 渗透 到 较 深 的 地 下 . 小 土 
块 只 有 细 沙 那样 小 ,大 土 块 可 以 很 大 到 数 十 米 ,雨水 只 能 慢 慢 地 从 大 大 小 小 土 块 
的 夹缝 中 逐渐 流下 去 . 雨水 向 下 流通 的 问题 就 好 比 图 1.5 的 一 个 很 大 的 方块 ， 
其 中 放 上 了 一 些 导电 的 小 黑 球 . 若 放 的 很 少 ,也 就 是 说 它 占据 方块 的 概率 p 很 
小 ,此 时 小 黑 球 只 能 零散 地 占据 着 方块 的 各 点 . 但 是 随 着 方块 中 的 小 黑 球 的 增 
多 ,方块 中 就 出 现 了 大 大 小 小 的 黑 球 “集团 ”, 就 如 同 自 旋 唱 格 的 “集团 ”， 当 小 黑 
球 占据 的 概率 p 超过 一 个 临界 值 p, 后 , 黑 球 有 的 地 方 开始 连通 ,就 好 比 水 开始 
渗透 到 较 深 的 地 下 了 . 

1.5(a),(b),(c) 分 别 是 大 方 格 中 黑 球 的 占据 概率 p= 二 0. 35 二 p. ,p==p. 一 
0.5 和 pp 二 0.65 二 p. 的 大 小 黑 球 “集团 ”. 

导电 的 黑 球 随机 地 掺 在 白 球 中 间 , 占 据 概 率 p 由 0 增加 到 1 的 过 程 中 ,每 个 
p 对 应 一 定 的 连通 概率 ， 当 p 刚 接 近 于 p. 时 , 黑 球 连通 的 概率 PP 很 小 ,但 是 超 
过 p. 的 值 较 大 时 ,连通 概率 P 就 增 大 很 快 . 通常 黑 球 连通 的 概率 已 可 表示 为 连 
通 概率 Poc(p 一 p.), 其 中 8 也 称 为 “临界 指数 ”. 

连通 概率 随 p 的 变化 , 见 图 1. 6. 


1.3 逾 渗 (渗流 ) 


图 1.5 黑 球 占据 概率 p 不 同时 的 大 小 “集团 ” 
(a) p=0.35<pe;(b) p=p.=0.5;(c) p=0. 65> p.. 


连通 概率 


引 自 H. O. Peitgen(1992) 


p 


1.6 逾 渗 问题 的 连通 概率 


我 们 用 表示 导电 黑 球 “集团 ”的 平均 尺度 ,也 称 关联 长 度 . 在 p=p. 时 , 黑 
球 “ 集 团 ” 的 平均 尺寸 很 小 . 但 p= 二 p. 时 , 黑 球 “集团 ”出 现 了 导 通 “无 穷 大 ” 集 
团 ， 当 pp., 平 均 尺度 & 也 很 小 ,这 是 因为 此 时 将 “无 穷 大 ” 黑 点 “集团 ”扣除 后 ， 
只 剩 下 导 通 的 “孤岛 "了 . & 随 p 变化 见 图 1. 7. 此 时 关联 长 度 & 可 以 表示 为 


€oc(p—p.) '， 


SIG 


E= co 


p>p. 


HG 
和 YM 


SN 


SS 


图 1.7 逾 渗 中 关联 长 度 6 随 p 的 变化 


(1. 10) 
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或 连通 概率 P 和 关联 长 度 关系 为 
PiecE 
将 (1.10) 式 和 (1.4) 式 比较 看 出 ,关联 长 度 “ 集 团 ” 有 大 有 小 ,它们 随 着 (p 一 p.) 
不 同 而 不 同 , 在 pp。 时 关联 长 度 达到 无 穷 大 ,而 临界 指数 v 不 变 . 
逾 渗 现象 中 , 黑 球 占据 的 集团 有 大 有 小 ,也 是 一 种 无 特征 尺度 的 分 形 现象 ， 
但 却 存 在 随 尺 度 变 化 而 不 变 的 (1. 10) 式 中 的 指数 v. 


i 
1.4 i 
§ 噪声 


在 半导体 .晶体 二 极 管 等 许多 物理 学 系统 中 都 有 噪声. 对 它们 做 传 里 叶 变 
换 , 以 频率 f 的 对 数 作为 横 坐 标 ,以 电流 功率 谱 SC 的 对 数 lnS 作为 纵 坐 标 , 则 
噪声 功率 谱 近 似 是 一 条 直线 , 见 图 1. 8. 


10- 
SA 


10° 10: 10: 
/Hz 


图 1.8 了 了 噪声 功率 谱 


引 自 D，Wolf(1978) 


设 图 1.8 中 直线 的 斜率 是 一 8, 即 功率 谱 可 以 写成 
SC1)cc 广 "一 方 ， CI, 113 


其 中 有 称 为 功率 谱 指 数 , 则 功率 谱 为 (1. 11) 形 式 的 噪声 就 称 为 二 噪声， 


从 图 1.8 看 出 ,频率 了 跨越 四 个 量 级 的 尺度 . 也 就 是 说 ,功率 谱 SC 门 这 个 
物理 量 随 尺度 变化 而 变化 ,但 是 功率 谱 指 数 8 不 变 . 这 当然 又 是 一 个 分 形 现象 . 

在 (1.11) 式 中 , 当 p 二 0 时, 双 对 数 坐 标 系 中 的 功率 谱 曲 线 是 一 个 水 平 线 ,此 
时 功率 谱 SC 六 不 随和 了 变化 , 称 为 白 品 声 . 而 当 8=2 时 ,该 噪声 称 为 布朗 (或 褐 
色 ) 噪 声 . 
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说 来 也 巧 ,世界 上 最 著名 的 乐曲 ,如 贝多 芬 的 交响 乐 . 施 特 劳 斯 的 乐曲 等 曲 


调 ,也 都 具有 地 噪声 特性 , 见 图 1. 9(a),(b). 图 中 显示 出 ,无 论 东方 还 是 西方 音 


乐 , 它 们 的 频率 范围 都 跨 好 几 个 量 级 . 


10: 10: 
ay 10; ee LG 
2 各 2 1 
10! 10! 
10° 10° 
10-! 10-! 
10-: 10-: 
10-410-10- 10-! 10" 10! 10? 10-+10-310-210-! 10° 10! 10? 
f/Hz f/Hz 
(a) (b) 
图 1.9 二 音乐 
f 


(a) 东方 .俄国 .美国 音乐 的 功率 谱 ;(b) 西欧 音乐 的 功率 谱 


将 频率 f 扩大 4 倍 后 的 功率 谱 SCAF) 和 未 扩大 时 的 功率 谱 S( 了 ) 之 间 的 关 
系 由 (1. 11) 式 ,为 
SG 旋 一 以 站 -一 AAS 六 ， Cl 1 次 


也 就 是 说 CA) 在 双 对 数 坐标 图 上 斜率 仍 是 一 & 1. 12) 式 是 地 噪声 的 标 度 律 

(1. 12) 式 说 明 ,把 音乐 录 下 来 后 , 若 改 变 磁带 的 速度 ,只 要 调节 音量 (功率 )， 
就 可 以 从 扬声器 得 到 和 以 前 同样 的 声音 ” 二 噪声 也 称 为 赫 斯 特 (Hursb 噪声 
或 标 度 噪声 . 
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雪花 是 从 云 中 落下 的 . 通常 云 中 会 有 冻结 核 ,还 有 很 多 过 冷 的 水 汽 , 它 们 不 
断 地 在 冻结 核 周围 冻结 ,又 产生 出 许多 新 的 冻结 核 , 由 于 水 汽 冻 结 要 释放 出 湾 
热 ,并 由 水 汽 和 冰 核 的 交界 面 扩 散 而 输送 出 去 ,交界 面积 就 需要 足够 大 ,因此 交 
界面 的 形状 是 向 外 呈 树 枝 状 西 出 交界 面 一 旦 西 出 ,水 汽 就 喜欢 在 交界 面 串 出 


部 分 登陆 并 冻结 . 这 样 不 断 冻结 生长 ,就 形成 了 六 角形 
树枝 状 的 雪花 , 见 图 1.10. 冰晶 的 尺寸 通常 是 10 ”一 
10 pm 量 级 ,长 成 的 雪花 可 达 腥 米 到 厘米 量 级 ,其 矿 度 范 
围 也 跨越 好 几 个 量 级 ,因而 是 一 个 无 特征 尺度 现象 . 随 
着 雪花 的 生长 ,其 六 角形 所 占 面 积 越 来 越 大 ,但 也 没有 充 
满 整 个 空间 . 

为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 设想 一 个 边 长 为 1 的 正三 角 


图 1.10 雪花 的 形状 形 , 如 果 在 每 一 个 边 上 长 出 一 个 边 长 为 诗 的 小 三 角形 ,就 


形成 一 个 六 角形 . 若 再 在 六 角形 的 每 个 边 上 长 出 边 长 为 ( 计 】 的 12 个 小 三 角 


形 ,这 种 级 联 过 程 一 直下 去 ,就 得 到 图 1. 11 的 六 角形 雪花 , 称 为 科 赫 (Koch) 


图 1.11 六 角形 雪花 
设 nn 是 步 数 ,那么 第 "一 1 步 为 边 长 六 =1 的 一 个 三 角形 (3 个 边 )， 到 n=? 
步 ,增加 了 边 长 为 一 亏 的 3 个 三 角形 (12 个 边 ). 第 n=3 步 ,增加 了 边 长 为 


,一 ( 计 ) = 二 的 12 个 小 三 角形 (48 个 边 ). 第” 步 ,雪花 有 3 X 4 个 长 为 


本 7 六 二 sp gs 
( 计 ) 的 边 . 设 第 nn 步 六 角形 雪花 的 周 长 c, 二 x,N 和 边 长 x, 的 关系 为 
cv 一 水， (1. 13) 


n 


其 中 N 是 边 长 的 数目 ,那么 将 N=3X4 -和 六 一 ( 工 ) 代入 (1.13) 式 ,得 
sf) 


9 Cs 14) 
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所 以 


_ln4 一 ln3 _ ln4 
pe (1. 15) 


(1. 13) 式 说 明 雪 花 的 周 长 随 着 尺寸 减 小 而 不 断 增加 ,但 是 存在 不 变 的 指数 jy. 
除了 雪花 形成 之 外 ,在 物理 学 中 还 有 许多 生长 现象 ,如 树 状 凝结 、 介 电击 穿 、 
电化 学 沉积 、 材 料 的 包 裂 等 . 

低 黏 性 流体 (例如 水 ) 在 压力 下 注入 高 黏 性 流体 (例如 油 ) 中 ,两 种 流体 非常 
大 的 秋 性 差别 和 交界 面 上 的 表面 张力 会 使 油 像 树 梳 一 样 扩散 出 来 ,这 种 黏 性 指 
进 (viscous fingering) 也 是 一 种 生长 现象 . 

图 1.12(a) 是 黏 性 指 进 的 结构 图 样 , 图 1.12(b) 是 用 有 限 扩散 凝聚 
(diffusion-limited aggregation,DLA) 模 型 模拟 出 的 生长 图 像 , 这 里 的 DLA 方 
法 ,首先 给 一 个 "种子 ”, 然 后 再 在 离 “ 种 子 ” 较 远 处 ,以 随机 游 动 的 方法 送 一 个 粒 
子 , 直 到 和 ”种子 ”连接 为 止 , 这 个 过 程 重复 下 去 ,逐步 聚集 成 粒子 集团 . 


图 1.12 生长 现象 
(a) 黏 性 指 进 ;(b) DLA 模拟 


与 雪花 形成 一 样 , 生 长 现象 都 是 从 一 粒 种 子 开始 随时 间 长 大 的 . 种 子 的 下 
度 很 / 了 pe 的 结果 像 一 棵 高 大 的 “树木 ”” 从 种 子 尺寸 到 “大 树 ” 尺 寸 相 差 好 
多 量 级 ,是 一 种 无 特征 尺度 分 形 现象 , 且 物 理 量 ( 例 如 生长 的 质量 ) 随 尺度 的 变化 
edt ht 指数 , 像 雪 花形 成 的 (1. 15) 式 中 的 jy 

物理 上 我 们 最 关心 的 是 ,为 什么 新 生长 的 粒子 多 数 聚 集 在 生长 集团 的 尖端 
附近 ,而 只 有 极 少量 的 新 生长 的 粒子 进入 到 树枝 间 的 沟 中 . 也 就 是 说 越 是 尖端 
的 地 方 生长 越 快 , 越 是 平坦 的 地 方 生长 得 越 慢 . 正 是 由 于 这 种 性 质 , 才 使 得 生长 
出 的 “ 树 ” 没 有 充满 空间 . 

这 种 性 质 使 我 们 想起 静电 学 中 导体 表面 的 电场 分 布 . 导体 表面 越 突出 的 地 
方 ,等 电位 场 线 越 密 , 因 而 电场 强度 越 大 ;表面 越 平滑 的 部 分 ,等 位 线 越 玖 ,电场 
强度 越 小 . 
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$1.6 地 震 


地 震 是 由 于 地 球 最 外 面 的 地 壳 板 块 沿 断层 相互 连接 在 一 起 , 当 相 邻 板 块 间 
的 应 力 达到 一 定 水 平 ,板块 之 间 由 于 固体 摩擦 而 支撑 的 状况 再 也 不 能 维持 时 ,就 
发 生 板 块 的 滑动 而 造成 的 . 

当 板 块 滑动 时 ,要 释放 出 能 量 ,我 们 就 用 释放 的 能 量 来 量度 地 震 的 强度 . 
板块 间 的 断层 长 度 不 同 , 产 生 的 地 震 释 放 的 能 量 也 不 同 . 通常 将 地 震 分 级 ,每 级 
地 震 的 能 量 差 30 售 . 

图 1.13 是 1995 年 的 365 天 中 地 震 发 生 时 释放 的 能 量 . 从 图 1. 13 看 出 ,全 
球 每 年 发 生 8 级 以 上 地 震 的 次 数 为 1 一 2(10" ) ,而 发 生 7 级 以 上 地 震 的 次 数 约 为 
10(101). 


8.0 
20 
15 
哈 油 
蕉 
汶 
5 7.6 
7.2 
0 
0 100 200 300 


时 间 / 天 
图 1.13 1995 年 365 天 中 地 震 释 放出 的 能 量 


地 震 释 放出 的 能 量 玉 是 物理 量 . 从 1 级 地 震 到 8 级 地 震 , 能 量 差 10 倍 . 我 
们 把 地 震 释 放出 来 的 能 量 看 成 尺度 ,显然 这 是 一 个 无 特征 尺度 现象 大 地 震 发 
生 的 次 数 少 , 小 地 震 发 生 的 次 数 多 ,因此 地 震 的 次 数 随 尺度 变化 而 变化 . 但 是 ， 
是 否 有 随 尺 度 ( 地 震 能 量 或 地 震级 ) 变 化 而 不 变 的 量 呢 ?图 1. 14 是 1995 年 冬 各 
级 地 震 发 生 次 数 的 直方 图 . 若 以 表示 地 震 发 生 的 次 数 ,M 表示 地 震 震 级 .从 图 
1.14 看 出 ， 


lInn=a—bM, 5b= CU, 16% 


co| ee 


所 以 ,以 震级 M 为 横 华 标 ,Inn 为 纵 坐标 ,In 和 M 的 关系 成 直线 .斜率 为 一 


从 图 1. 14 看 出 ,上 面 横 轴 是 能 量 巨 的 对 数 ,下 面 栅 轴 是 震级 M, 所 以 能 量 玉 和 
震级 之 间 有 如 下 关系 : 


8 下 下 总 候 11 


InEceM. (1. 17) 
将 (1.16) 式 中 的 M 换 成 InE, 地 震 次 数 n 和 能 量 的 关系 为 
nocE-34， (1. 18) 
见 图 1. 14. 
释放 的 能 量 /10!' 洒 


0.0001 0.01 0.1 1.0 10.0 
T eg 


地 震 次 数 


4 5 6 7 8 
震级 


图 1.14 1995 年 地 震 发 生 次 数 随 震级 变化 的 直方 图 


从 公式 (1.18) 看 出 ,地 震 次 数 n 随 震 级 M 所 代表 的 能 量 E 而 变化 ,但 是 标 
: 度 指数 一 三 却 不 变 , 这 就 是 著名 的 地 震 发 生 级 数 的 古 滕 贝 格 -里 希 特 (Guten- 


berg-Richter) 关 系 . 
公式 (1. 18) 的 意义 可 由 图 1. 14 看 出 . 在 1995 年 中 能 量 为 1X10”"] 的 7 级 


地 震 大 约 发 生 10 次 ,而 比 它 能 量 小 而 的 0. 1X105J 的 地 震 发 生 的 次 数 大 约 是 


00 次 . 能 量 小 证 ,地 震 次 数 就 增加 10 信 . 
te lg ewan 这 使 得 人 们 猜想 ,大 、 小 地 震 的 发 生 是 否 出 于 
同样 的 机 理 . 这 种 机 理 就 是 自 组 织 临 界 性 (self-organized criticality， 简称 
SOC). 它 说 明 地 球 的 板块 始 颖 处 于 临界 状态 ， 小 地 震 天 天 有 ,也 就 是 说 板块 经 
常 发 生 小 的 滑动 . 这 种 小 的 滑动 将 释放 的 能 量 传递 给 周围 板块 ,造成 能 量 的 不 
断 积累 ,就 有 可 能 发 生 大 的 地 震 . 关于 自 组 织 临界 现象 我 们 将 在 第 十 章 讨论 . 


$1.7 气 候 


近 20 一 30 年 ,世界 各 国都 非常 重视 “气候 变化 ”这 个 课题 目前 流行 的 一 种 


12 第 一 章 ”物理 学 中 的 分 形 现象 


说 法 是 “现在 气候 变 暧 了 ”. 粗 看 一 下 ,现在 的 温度 的 确 是 升 高 了 . 温度 这 个 概 
念 是 在 热力 学 中 提出 的 . 温度 有 高 有 低 这 是 常识 ,因此 认为 气候 有 时 冷 有 时 暧 
这 也 是 正常 的 . 但 是 下 面 我 们 将 看 到 ,离开 时 间 尺 度 谈 气候 的 冷暖 是 上 毫 无 意义 
的 . 根本 原因 是 气候 是 一 个 多 尺度 的 系统 ,月 变化 、 季 变化 都 是 气候 研究 的 尺 
度 , 年 变化 .十 年 变化 也 可 称 为 气候 ,百年 .万 年 的 变化 也 可 称 为 气候 . 因此 , 气 
修 现象 中 会 有 大 大 小 小 不 同 的 时 间 尺 度 , 因 此 是 无 特征 尺度 现象 . 

图 1. 15 表明 气候 位 势 随 温度 的 变化 ,两 个 大 的 气候 位 势 槽 分 别 代 表 气 候 的 
冷 和 暖 的 状态 ,也 可 以 代表 气候 早 和 游 的 状态 . 两 个 大 槽 表示 时 间 尺 度 比 较 长 
(例如 千年 尺度 ) 的 两 个 气候 状态 . 要 知道 千年 尺度 上 的 大 槽 中 还 会 有 百年 尺度 
上 的 小 槽 ,和 年 际 尺度 上 的 更 小 的 柳 . 因此 对 时 间 尺 度 较 长 的 大 覃 来 讲 , 若 现在 
处 在 右 端的 大 槽 中 ,这 就 是 说 气候 处 在 较 暖 的 状态 . 但 是 在 这 个 较 宽 的 大 槽 中 
还 会 有 较 小 的 小 权 a 和 bp 等 . 若 现在 处 于 较 暖 大 槽 中 的 b 槽 内 ,在 小 尺度 上 看 ， 
b 槽 的 温度 比 a 槽 温度 偏 低 ,因此 在 这 个 尺度 上 讲 , 大 槽 中 的 b 点 处 于 冷 期 . 究 
竞 现 在 是 暖 还 是 冷 呢 ? 正确 的 说 法 ,从 较 长 尺度 上 (例如 千年 ) 讲 现在 处 于 暖 期 ， 
但 从 较 小 尺度 上 讲 ( 例 如 百年 ) ,现在 处 于 冷 期 ,所 以 离开 尺度 谈 气 候 的 冷 和 暧 
是 毫 无 意义 的 . 


冷 吸 引子 


b a 
上 暖 吸 引子 


图 1.15 气候 层次 


图 1. 16 是 从 1851 年 到 1984 年 的 北半球 地 表 平 均 温度 经 过 小 波 变换 的 结 
果 . 从 图 1. 16 看 出 ,10 年 尺度 上 1920 年 以 后 气候 是 暖 的 ,1920 年 以 前 是 冷 
的 ,但 是 50 年 尺度 上 ,10 年 的 尺度 上 的 暧 区 和 冷 区 又 各 分 别 有 两 个 暧 区 和 一 
个 冷 区 ,其 中 1954 年 到 1976 年 属于 冷 区 ,因此 问 1954 年 到 1976 年 气候 是 暖 还 
是 冷 ? 你 只 能 说 在 百年 尺度 上 是 暖 ,在 50 年 尺度 上 是 冷 , 离开 尺度 谈 气 候 的 冷 
暧 是 不 合适 的 . 
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1851 2 


一 0.42C 0.2 0C -0.02C 0.12°C 


HY B74 NSN 30 年 尺度 


1851 1880 1896 1954 1976 1984 


图 1.16 北半球 两 种 尺度 上 的 冷暖 转换 时 间 及 距 平 值 


从 图 1. 16 还 可 看 出 ,由 冷 转 暖和 由 暖 转 冷 的 转换 点 (转换 时 间 ) 的 数目 随 着 
尺度 的 减 小 而 增多 . 转换 点 的 数目 随 尺 度 变化 而 变化 ,从 另 一 角度 说 明 气 候 的 
冷暖 随 尺 度 变 化 而 变化 ,这 是 无 特征 尺度 的 标记 . 

为 了 更 全 面 地 研究 气候 转换 点 随 尺度 的 变化 ,我 们 在 图 1. 17 中 给 出 了 北 半 
球 气候 月 平均 资料 的 小 波 变换 ,各 种 尺度 a 下 的 转换 时 间 . 图 1. 17 的 横 坐 标 是 
时 间 4, 纵 坐标 是 尺度 a. 图 中 的 点 是 由 冷 转 暧 和 由 上 暧 转 冷 的 时 间 . 我 们 从 图 
1. 17 中 考察 气候 的 冷 变 暖 ,或 暖 变 冷 的 转换 时 刻 ( 或 称 为 气候 突变 点 ) 的 个 数 
N, 看 它 是 如 何 随 尺度 a 变化 的 . 


1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 
{ 


图 1.17 多 尺度 的 气候 状态 
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我 们 由 图 1. 17 的 上 面 往 下 看 , 记 下 突变 点 个 数 开始 变化 的 尺度 a, 它 在 
图 1. 17 中 就 是 水 平 模 直 线 所 表示 的 尺度 ,并 数 下 这 条 横 线 上 突变 点 的 个 数 ,如 
表 1. 1 所 示 . 


表 1.1 在 时 间 尺 度 a 上 ,气候 突变 点 的 个 数 N 


从 表 1. 1 看 出 , 相 邻 两 个 尺度 之 比 为 


Qi 


A221 50, (1; 19) 


Qi 二 1 
表 1.1 中 六 的 前 几 个 数 近似 为 斐 波 那 契 (Fibonacci) 数 的 前 几 个 数 ,因而 相 邻 两 
个 转换 点 个 数 之 比 为 
Nistr 
(1.19) 式 和 (1. 20) 式 说 明 , 尺 度 a 扩大 8=1.5 倍 ,那么 气候 转换 点 数目 减 小 为 


二 ,用 式 子 表达 为 


Nt a) = Nin eS "Nt (1. 21) 
C 
(1.21) 式 的 解 为 
N(a)=a ". (C1; 22) 
由 (1. 21) 式 , 求 得 
_lna_lnl.618 
1. 187. (1. 23) 


(1. 22) 式 说 明 ,气候 的 冷暖 转换 点 个 数 随 尺度 变化 而 变化 ,但 (1. 22) 式 中 的 标 度 
指数 = 不 变 . 


$1.8 异常 扩散 


物理 学 中 的 扩散 研究 起 源 于 1827 年 布朗 (Brown) 观 测 到 的 在 液体 中 花粉 
粒子 的 杂乱 无 章 的 运动 . 由 于 随机 游 动 ,液体 中 的 花粉 便 扩 散 开 来 . 20 世纪 爱 
因 斯 坦 (Einstein) 和 朗 之 万 (Langevin) 对 布朗 运动 的 研究 做 出 了 杰出 的 贡献 ,但 
是 实际 生活 中 的 扩散 (例如 在 空气 中 ) 并 不 像 布 朗 运动 , 仅 受 液体 中 分 子 运动 的 
影响 ,花粉 随机 地 某 一 方向 走 一 小 步 . 由 于 空气 中 既 有 风 , 又 有 大 大 小 小 不 同 尺 
度 的 涡 旋 ,使 被 扩散 的 物质 (例如 烟 秽 中 排放 出 的 SO;) 每 一 步 游 动 的 距离 Ax 
和 下 一 步 开始 游 动 的 等 待 时 间 At 都 是 有 大 有 小 ,甚至 Az 和 Al 可 以 跨 好 几 个 
量 级 , 见 图 1. 18. 因此 ,这 种 游 动 是 一 种 无 特征 尺度 的 分 形 现象 . 
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图 1.18 随机 游 动 的 距离 和 等 待 时 间 都 可 以 差别 很 大 


布朗 运动 是 由 分 子 杂乱 无 章 的 碰撞 所 引起 的 ,通常 称 为 正常 扩散 . 但 是 游 
动 距离 Az 以 及 等 待 时 间 At 是 跨越 多 尺度 的 无 特征 尺度 现象 ,通常 称 为 异常 
扩散 . 

通常 认为 大 的 等 待 时间 以 及 大 的 游 动 距离 出 现 的 概率 p 较 小 . 若 以 时 间 * 
和 工分 别 表示 等 待 时 间 和 游 动 距离 ,那么 等 待 时 间 上 和 游 动 距离 z 的 概率 通常 
设 为 以 下 形式 : 


7 


其 中 y>0,a>0 是 常数 . (1. 24) 式 的 概率 分 布 是 寡 律 函数 形式 ,通常 称 为 列 维 
(Levy) 分 布 . 

对 于 不 同 的 > 和 vw ,其 扩散 情况 不 同 . 当 7y 之 1 时 , 按 (1. 24) 式 求 出 的 平均 等 
待 时 间或 一 阶 矩 为 


pi) cy, pz) ci (1. 24) 


‘T) = | wa 一 由 

=| me- Fr, 

由 于 7 这 1, 平均 时 间 (T) 是 有 限 的 . 当 ey 时 , 按 (1.24) 式 求 出 的 游 动 距离 方 
差 ( 即 二 阶 矩 ) 为 


co 


(1. 25) 


十 co 
《之 》 =| p(x)xr’ dz 


Tt zr? dx 


(1. 26) 


2 一 | = 
由 (1. 26) 式 看 出 ,方差 也 是 有 限 的 . 因此 yx 之 1,a? 属于 正常 扩散 的 范畴 , 详 见 
第 五 章 . 此 时 扩散 方差 为 
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《 et (1. 27) 
(1. 27) 式 就 是 布朗 运动 的 扩散 方差 . 
对 于 y>1,0<a 近 2, 此 时 游 动 距离 的 二 阶 矩 由 (1.26) 式 可 以 看 出 是 发 散 
的 , 即 
(x? (1)) cre. (1. 28) 
这 样 的 扩散 称 为 异常 扩散 ,也 称 为 列 维 扩散 , 详 见 第 五 章 . 
对 于 0 二 7Y 过 1,a 之 2, 此 时 游 动 的 平均 等 待 时 间 是 发 散 的 , 游 动 距离 方差 为 


(zz (1) oc’. (1. 29) 
这 种 扩散 称 为 亚 扩 散 . 
对 于 0 过 7y 过 1,0 过 a<<2, 此 时 平均 的 等 待 时 间 和 游 动 距离 方差 都 发 散 , 旦 
(zz (1))oc72. (Ch. 0) 


这 种 扩散 称 为 矛盾 (ambivalent) 扩 散 过 程 . 
表 1.2 列 出 四 种 扩散 的 特征 ,我 们 并 不 做 详细 的 推导 . 


表 1.2 四 种 扩散 的 不 同 特征 及 应 用 的 领域 


7>1 a>2 (X22(1)) ~t 均匀 介质 


| 0<o 过 2 (x2 (1)) 一 t2/a 清流 .等 离子 体 、 多 分 子 


无 序 固体 . 生 物 介质 、 分 
形 介质 、 多 孔 介 质 


0 一 7><<1 a>2 (X22)) ~ 


0<=<7y<=1 0<a<2 (2 020) at2Ye 


图 1. 19 
(a) 正常 扩散 ;(Cb) 异常 扩散 的 轨迹 


小 结 


物理 学 中 有 许 许多 多 无 特征 尺度 的 分 形 现象 ,从 相 变 到 洲 流 ,从 逾 渗 到 地 


噪声 ,从 雪花 到 生长 现象 ,从 地 震 、 气 候 到 异常 扩散 等 .在 这 些 分 形 现 象 中 尺度 
或 其 他 物理 量 跨越 很 多 量 级 ,它们 随 尺度 的 变化 而 变化 ,但 是 存在 随 尺 度 变化 而 
不 变 的 量 , 如 临界 指数 等 . 尺度 小 的 结构 车 加 以 放大 ,将 和 原来 的 结构 相似 ,所 
以 也 有 人 称 这 种 无 特征 尺度 却 有 “ 自 相似 结构 ”的 现象 为 分 形 . 这 里 的 “相似 ”可 
以 是 严格 的 ,但 通常 都 是 统计 概率 意义 上 的 自 相 似 , 或 称 随机 自 相 似 . 所 以 分 形 
常 和 随机 过 程 相 联系 .分形 现象 的 研究 方法 和 传统 的 研究 方法 有 很 大 不 同 . 
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物理 学 是 定量 描述 自然 界 客观 物体 演化 的 科学 . 为 了 描述 物体 运动 ,我 们 
需要 定义 欧 拉 (Euler) 维 数 作为 物体 运动 的 自由 度数 目 . 

图 2. 1 是 一 只 乌 ( 物 体 ) 在 天 空中 的 各 种 运动 形态 . 当 鸟 停 在 电线 杆 上 不 动 
时 , 它 不 能 向 任何 位 置 移动 ,因此 说 它 停 在 了 0 维 空间 . 当 马 在 一 根 电线 上 回 前 
或 向 后 移动 时 , 它 有 1 个 自由 度 , 因 而 说 它 在 1 维 空间 运动 . 在 地 面 上 移动 的 乌 
则 有 2 个 自由 度 ,因而 它 生活 在 2 维 空 间 . 在 天 空 飞 的 鸟 则 有 3 个 自由 度 ,因而 
它 生活 在 3 维 空间 . 

有 时 还 要 用 更 高 维 的 空间 . 为 了 确 
定 月 球 的 运动 ,我 们 需要 用 3 个 维 数 来 
描述 它 的 位 置 ,3 个 维 数 来 描述 它 的 速 
度 , 因 而 就 是 6 维 空间 . 

从 拓扑 学 讲 , 研 究 一 个 点 、 线 、 面 、 
体 , 一 只 蚂蚁 在 它们 上 面 候 行 就 分 别 具 
有 0,1,2,3 个 自由 度 ,因而 称 这 些 物体 
形状 的 拓扑 维 数 分 别 为 0,1,2,3 维 . 

无 论 是 欧 拉 维 或 拓扑 维 ,它们 都 是 整数 维 , 描 述 的 物体 大 多 是 人 造 的 (如 电 
线 杆 .球面 等 ). 现在 我 们 要 描述 自然 界 ,如 第 一 章 中 所 讨论 的 物体 和 现象 ,怎么 
来 描述 它们 呢 ? 为 什么 会 出 现 分 数 维 呢 ?” 分 数 维 的 物理 含义 是 什么 


图 2.1 一 只 乌 所 经 历 的 0,1,2,3 维 空间 
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曼 德 布 罗 特 在 The Fractal Geometry of Nature 中 提出 的 第 一 个 问题 就 是 
英国 的 海岸 线 有 多 长 . 假如 把 英国 改 成 中 国 , 问 中 国 的 海岸 线 有 多 长 .可 能 很 多 
人 早已 从 中 学 的 地 理 教科 书 中 知道 ,中 国 的 大 陆 海 岸 线 长 度 是 18000 km. 这 似 
乎 已 成 为 常识 ,但 我 们 仔细 想 一 想 , 假 如 中 国 13 亿 人 每 人 带 一 把 尺子 , 约 好 上 午 
10 点 从 东北 到 海南 同时 分 段 地 去 测量 中 国 的 海岸 线 的 长 度 , 将 13 亿 人 测量 的 

结果 相 加 , 息 怕 比 一 百 万 千 米 还 要 长 . 说 中 国 的 大 陆 海 岸 线 长 度 为 18000 km ,是 
航空 测量 的 结果 . 因为 中 国 的 海岸 线 有 大 大 小 小 的 弯曲 ,大 的 弯曲 有 数 百 千 米 
《如 瀚海 湾 ) ,小 的 弯曲 只 有 几 毫 米 ， 从 几 毫 米 到 数 百 千 米 , 其 尺度 差 10 量 级 之 
多 . 用 空中 摄影 的 办 法 去 量 海岸 线 , 连 数 千 米 的 弯曲 都 看 不 出 来 , 若 亲 自 到 海边 
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去 量 , 几 毫米 的 弯曲 也 量 得 出 来 ,所 以 量 出 的 人 
海岸 线 长 度 差 别 就 很 大 了 . 


假如 海岸 线 是 图 2. 2(a) 那 样 长 度 为 1 的 人 
线段 ,那么 用 长 度 为 > 的 尺子 去 量 它 , 不 管 ~ 的 
大 小 如 何 , 量 出 来 的 长 度 总 是 1， 即 

ep kg, 

实际 的 海岸 线 是 有 大 大 小 小 的 弯曲 的 . 假如 将 We he 
图 2.2(a) 的 线段 的 中 间 志 向 上 弯曲 ,而 形成 长 
度 为 子 长 的 4 段 , 似 一 个 帐篷 ,然后 再 在 上 述 4 
段 中 的 中 间 向 外 弯 ,就 形成 每 段 长 度 为 (于 ) i 
的 16 小 段 ,以 此 类 推 就 形成 一 种 称 为 科 替 曲 J 
线 的 海岸 线 . 


现在 我 们 来 寻找 海岸 线 长 度 L 和 尺子 长 度 I- 

, 之 间 的 关系 . 我 们 设 二 者 成 如 下 形式 关系 
L=r=N(nr, {2 1 
其 中 NCr) 是 用 尺子 去 量 海岸 线 所 得 到 的 段 数 ， 由 图 2. 2 看 出 ,用 长 度 为 += 


(地) 的 尺子 去 量 , 量 出 来 的 长 度 为 = ( 子 ) . 将 它 代 入 (2.1) 式 ,得 到 


全 = 人 了 上 


2.2 
(a) 直线 ;(b) 科 赫 曲线 状 的 海岸 线 


将 (2.2) 式 两 边 取 对 数 , 得 到 


n(ln4—1n3)=yn(lnl—1n3), (2 39 
故 得 到 
其 中 
一 jd 2. 5) 
D In3~1 2618 ( 
是 分 数 , 称 为 分 数 维 . 这 样 海岸 线 长 度 L 和 尺子 + 的 关系 为 
L=/ -Dar 2518, (2. 6) 


从 (2. 6) 式 看 出 ,r 愈 小 , 量 出 的 海岸 线 长 度 愈 大 . 这 说 明 中 国 大 陆 海 岸 线 长 度 是 

18000 km 的 说 法 是 不 合适 的 . 在 (2.6) 式 中 D=1 时 L=L。 二 1, 它 就 是 直线 . 
(2. 6) 式 的 也 之 所 以 称 为 分 数 维 ,我 们 只 要 将 (2.1) 式 和 (2.6) 式 比较 就 可 

看 出 原因 . 图 2. 2(a) 是 直线 , 它 的 欧 拉 维 数 D=1, 因 而 长 度 不 随 尺子 -改变 而 
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改变 . 而 图 2. 2(b) 的 海岸 线 是 含有 大 大 小 小 不 同 尺度 弯曲 的 “曲线 ”, 它 的 维 数 
变 成 了 D31.2618, 这 里 D 是 分 数 , 标 记 长 度 工 如 何 随 尺子 x 变化 而 变化 . 

从 这 里 可 以 明显 看 出 ,分 数 维 的 引进 是 多 尺度 的 系统 ( 像 海 岸 线 ) 的 标志 . 

第 一 章 介 绍 了 物理 学 中 许多 分 形 现象 ,它们 都 是 跨越 很 宽 尺 度 的 多 斥 度 系统 . 

因此 ,分数 维 最 直接 的 物理 意义 是 多 尺度 系统 的 特征 . 

拓扑 维 分 数 维 无 论 是 图 2.2(a) 中 的 直线 ,还 是 

1 ao 图 2.2(b) 中 的 曲线 ,它们 的 拓扑 维 都 

是 1, 但 分 数 维 数值 的 不 同 , 却 反映 分 

形 曲 线 崎 蝶 (弯曲) 程度, 或 充满 平面 

1! 一 102 的 程度 的 不 同 . 图 2.3 是 不 同 分 数 维 

的 分 形 曲 线 ( 注 意图 中 每 个 曲线 的 局 

部 也 具有 未 明显 画 出 的 分 形 结 构 ). 从 


A ,,。 图 2.3 可 以 看 出 , 曲线 的 分 数 维 
”1<D<2 的 数值 D 愈 大 ,曲线 愈 弯 恋 


曲 曲 . 
这 样 就 把 本 章 开 头 讲 的 物理 量 的 


ce 自由 度 的 概念 拓宽 了 . 若是 直线 , 它 表 
”” 示 马 行走 的 目 由 上 度 是 1, 鸟 在 图 2. 3 的 


pe 崎 岂 的 曲线 上 行走 , 它 的 自由 度 增加 
了 ,但 是 还 没有 达到 在 整个 平面 上 自 
由 行走 的 程度 , 故 分 数 维 大 于 拓扑 维 , 而 小 于 所 占领 的 空间 的 维 数 , 即 
l<D<2. (2. 37) 
对 于 分 数 维 曲 线 也 可 以 这 样 来 理解 :用 一 维 测度 (长 度 ) 去 量 它 嫌 太 小 ,用 二 维 测 
度 ( 面 积 ) 去 量 它 嫌 太 大 ,所 以 其 维 数 只 能 介 于 1 和 2 之 间 . 
类 似 的 ,一 个 规整 的 曲面 , 它 的 拓扑 维 是 2, 如 图 2.4. 一 只 蚂蚁 在 上 面 行进 
可 以 向 前 ` 向 后 ,也 可 以 向 左 .向 右 , 它 有 两 个 自由 度 . 但 是 假如 现在 有 这 样 一 个 
崎 嵌 的 曲面 , 它 将 立方 体 的 每 个 面 分 成 九 等 份 ,并 将 中 间 的 一 份 挖 掉 , 剩 下 的 小 
立方 体 依法 炮制 ,这样 不 断 重 复 下 去 ,就 剩 下 只 有 皮 没 有 肉 的 “曲面 ”, 蚂 蚁 不 但 
可 以 左右 .前 后 行走 ,而 且 还 可 以 上 下 行走 . 这 样 崎 邮 的 “曲面 " 式 的 蚂蚁 行走 的 
自由 度 加 大 了 ,但 是 还 不 能 在 三 维 空间 中 无 限制 的 爬行 . 这 种 曲面 称 为 谢 尔 平 
斯 基 海 绢 (CSierpinski sponge), 见 图 2. 5. 
由 (C2.1) 式 和 (2.6) 式 比较 可 以 看 出 ,用 7 为 尺子 量 出 的 分 形 对 象 的 个 数 若 
为 NN, 则 


N= 二 (2. 8) 
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图 2.4 一 个 规整 曲面 有 两 个 自由 度 


(2. 8) 式 就 是 常见 的 分 数 维 D 的 定义 , 它 表 
示 用 边 长 为 r 的 小 “立方 体 ”" 量 出 的 小 立方 体 
的 个 数 是 N(r). 图 2.6 是 用 7 长 度 的 小 立 
方 体 去 量 一 个 混沌 吸引 子 曲 线 的 结果 . 


以 图 2. 5 为 例 , 它 的 左下 角 为 边 长 所 的 
小 立方 体 ,用 它 来 量 整个 图 2.5 的 对 象 ,可 
以 得 到 N 一 2X8 十 4 一 20 个 边 长 为 于 的 小 立 
方 体 . 故 由 (2. 8) 式 ,有 


CA 
YY 入 


2 
人 
\ 

> 


fy 
t 
Q 
SS 


2.6 覆盖 混沌 吸引 子 的 小 立方 体 


1 


0=— 
(3) 
将 上 式 两 边 取 对 数 ,得 
D= Te ~2. 7268. 
所 以 蚂蚁 在 这 样 的 曲面 上 扑 行 的 自由 度 或 分 数 维 满足 
2 一 D 一 3 (2. 9) 
这 说 明 一 个 DD=2.4 的 海绵 将 比 D=2. 3 的 海绵 占据 更 多 的 空间 ,并 有 比较 大 的 


表面 积 . 
设想 若 在 (2. 4) 式 中 D=1, 那 么 px=0. 按 (2. 1) 式 ,长 度 就 不 随 尺度 变化 了 . 


同样 , 若 在 (2. 8) 式 中 D=3, 则 用 = 部 的 尺寸 去 量 单位 立方 体 , 量 出 的 小 立方 
体 的 个 数 按 (2. 8) 式 就 是 27 个 ,而 不 是 20 个 ,那么 这 就 是 实在 的 固体 立方 体 了 . 
这 再 一 次 说 明 ,分数 维 是 多 尺度 现象 的 标志 ,不 能 因为 感到 分 数 维 数 很 新 鲜 , 就 
随便 使 用 ， 对 于 物理 学 中 的 有 特征 尺度 的 问题 不 要 用 分 数 维 , 比 如 我 们 在 物理 
学 中 常用 的 圆 直线 ,多边 形 和 多 面体 等 
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表 2. 1 列 出 了 线段 、 正 方形、 立方 体 和 科 赫 雪花 的 维 数 ,以 便 直观 了 解 整数 
维和 分 数 维 的 区 别 . 


表 2.1 整数 维和 分 数 维 的 区 别 


几何 体 单元 维 数 
ee ) 
1 ln3 
线段 MN ud ey 
口 1 ln9 
下 区 = 
时 22 3h 
正方 形 
男 | 1 In27 _ 
二 1 一 SN 一 27, 入 二 本 二 一 让 7 一 4 
立方 体 
-~ -~ 一 + 3 
Pa a = = A 二 一 二 天 8 1. 26 
3 本 i=, N= 4 = (3 ) sd /el 


通常 有 两 种 方法 计算 分 数 维 D. 一 种 方法 是 从 原 有 的 几何 形状 开始 , 愈 来 
愈 挖 空 ,就 像 谢 尔 平 斯 基 海 绵 那样 . 图 2.7(a) 原 是 1 个 单位 黑 方 块 ,分 成 9 个 相 


等 的 小 方块 后 , 挖 去 4 个 , 剩 下 5 个 边 长 为 二 的 黑 方块 这 个 过 程 不 断 下 去 ,就 


形成 分 形 图 像 ， 因 此 用 + 一 亏 的 小 方块 去 量 ,得 出 个 数 N 一 5. 故 按 (2.8) 式 ， 


求 出 


i, 


a 
男 一 种 方法 如 图 2.7(b) 所 示 , 是 一 种 生长 的 分 形 , 原 来 只 有 一 个 “种 子 ", 然 后 在 
它 的 4 个 角 上 长 出 4 个 同样 的 “种 子 ”, 形 成 一 个 5 个 “种 子 " 的 构 形 ,下 一 步 再 
在 这 个 构 形 上 的 4 个 角 上 又 长 出 4 个 “5 个 种 子 ”" 的 构 形 . 这 样 不 断 下 去 也 形成 


分 形 . 设 “种 子 "的 最 小 尺寸 是 (例如 一 1) ,那么 用 尺寸 二 倍 的 尺子 去 量 图 2.7 
Cb) 的 构 形 得 出 的 个 数 , 则 有 


NGD= (£) =L， (2. 10) 


广 
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因此 分 数 维 
_InN 
De 
对 于 图 2.7(b) , 求 出 
_ln5_, or 
D jn3 | 465 9 


仍然 和 图 2.7(a) 的 维 数 “相同 ” 对 于 多 尺度 系统 ,不 同 尺 度 情 况 下 的 物理 量 往 
往 具有 “ 自 相似 性 ”. 


(a) 
第 0 步 第 1 步 第 2 步 第 3 步 


(b) 攻 了 
图 2.7 测量 分 数 维 的 两 种 方法 
(a) 挖 空 ;(b) 生长 


$2.2 临界 现象 和 奇异 性 的 特征 


第 一 音 介 绍 的 连续 相 变 和 逾 渗 , 按 (1.4) 式 和 (1. 10) 式 在 临界 点 上 都 会 出 现 
各 种 大 大 小 小 涨 落 的 “集团 ”, 这 当然 是 一 种 多 尺度 的 现象 , 且 在 临界 点 处 关联 长 
度 8 趋向 于 无 穷 大 ,不 管 你 用 什么 尺子 去 量 它 都 是 无 穷 大 . 这 里 “无 穷 大 ”相当 
于 在 临界 点 处 物理 量 发 生 了 突变 (如 相 变 ). 由 于 有 大 大 小 小 的 涨 落 ,它们 对 发 
生 相 变 都 很 重要 , 绝 不 能 把 小 涨 落 忽略 .临界 现象 的 出 现 正 是 各 种 尺度 涨 落 关 
联 的 级 联 过 程 的 结果 , 即 具有 “ 自 相 似 结构 ”. 
将 (1. 4) 式 和 (2.8) 式 对 上 照 ,车 把 TT 一 T. 理解 成 (2. 8) 式 中 N, 而 把 € 理 解 成 
(2.8) 式 中 的 ,那么 (1.4) 式 就 可 以 改写 成 
T—T.=é*, C2. 11) 
因而 相 变 现象 的 分 数 维 D 就 是 
和 (2. 12) 


(2.12) 式 说 明 , 相 变现 象 中 的 分 数 维和 相干 长 度 $ 的 临界 指数 互 为 倒数 
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这 里 要 特别 指出 ,在 临界 现象 中 ,Eco,T 一 T.>0 也 可 以 称 为 奇异 性 ， 因 
为 E>oo ,尺度 T 一 T= 二 0, 此 时 , 零 尺度 不 能 被 放大 成 有 限 的 数 , 因 此 t=>o2 的 奇 
异性 ,也 可 理解 成 尺度 不 变性 . 一 个 函数 f(x) 在 z==0 处 发 生 突变 ,如 阶 跃 清 数 


0， 0 df 
f(z)= 0 在 xz 一 0 处 一 一 co ， 

i 无 .区 dz z=0 

即 函 数 f(x) 在 xz 二 0 处 是 奇异 的 , 因而 函数 的 尺度 的 量 为 人 0, 即 尺度 
下 
不 变性 . 
这 样 ,(1.4) 式 用 分 数 维 D 来 表示 为 
a(T)=(T—T.)-5. (2. 13) 


正 是 因为 临界 点 处 的 多 尺度 性 质 ,所 以 临界 指数 v 和 分 数 维 D 有 关 就 不 足 为 
奇 了 . 

从 广义 上 讲 , 相 变 属 于 一 种 协作 (cooperation) 现 象 ,在 宏观 层次 上 形成 自 相 
似 结构 . 这 对 研究 地 震 , 气 象 学 . 消 流 都 有 很 大 意义 

逾 渗 也 是 一 种 相 变 ,有 人 称 其 为 "几何 相 变 ” 为 了 计算 逾 渗 的 分 形 维 数 ,我 
们 令 工 一 二 为 逾 渗 集 团 的 尺度 , 则 (2. 8) 式 就 改 为 


N=L°". (2. 14) 
对 于 一 个 尺度 为 工 的 方块 , 黑 球 所 占据 的 概率 尸 为 
N(L) 
L? ” 
其 中 N(L) 为 体积 LL 内 黑 球 所 占 格 点 总 数 . 若 尺度 为 工 的 逾 渗 集 团 为 分 形 . 则 
将 (2.14) 式 代入 到 (2. 15) 式 ,得 到 


P= 你 = (2. 16) 
其 中 DD 就 是 逾 渗 集 团 的 分 形 维 数 . 


图 2.8(a) 是 L==8 的 一 个 逾 渗 方块 ,其 中 黑 方 块 占有 27 块 ,那么 占据 概率 
为 (d=2) 


P= 


(15) 


27 
P= gr~0. 42. 
由 (2. 16) 式 , 求 得 
82 2 2z0， 42， 
有 
D 一 ?jn0.42、_0. 41， 


ln8 
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故 

DAs2—0. 41=1. 59， 
图 2. 8(b) 是 整个 的 逾 渗 集团 . 由 《2. 16) 式 看 出 ,在 双 对 数 (lnL,lnP) 的 坐标 纸 
上 ,其 图 像 是 斜率 D 一 a 的 直线 . 见 图 2. 8(c). 


< /CO 
L=8, M(L)=27, 


ML) _ 0 4» 
号 


(a) (b) (0) 
图 2.8 逾 渗 集 团 的 分 形 
(a) 工 一 8 的 方块 ;(b) 整个 逾 渗 集团 ;(c) 直线 斜率 为 D 一 d 


从 本 节 讨 论 可 以 看 出 ,分 数 维 是 相 变 和 临界 现象 的 特征 . 
$2.3 间歇 (间隙 ) 性 的 表现 


无 论 是 相 变 、 逾 渗 还 是 海岸 线 , 分 形 现象 的 特点 就 是 它 不 会 充满 它 所 占据 的 
空间 . 图 2. 2 的 科 赫 曲线 不 管 如 何 弯 曲 , 它 不 会 占领 二 维 平面 空间 , 见 (2.7) 式 . 
图 2. 5 的 谢 尔 平 斯 基 海 绵 , 不 管 它 的 表面 如 何 崎 邮 不 平 , 它 也 不 会 充满 三 维 空 
间 , 见 (2.9) 式 ，§ 1.2 介绍 的 大 涡 变 小 涡 的 级 联 过 程 ,也 说 明 涡 旋 是 不 充满 空 
间 的 . 图 1. 3 中 面积 S 和 涡 旋 尺度 r 的 关系 (1.7) 式 为 


9 二 JW 一 声 - 他 二 六 -D0， CO 二 
其 中 
站 = 钾 3、1. 5849 (2. 18) 
]n2 


3 大 涡 变 小 涡 的 分 形 现象 的 分 数 维 . 
若 令 二 一 1, 则 (2.17) 式 变 成 


s=(+) “=1p71, (2. 19) 


上 


其 中 > 是 小 涡 旋 的 尺寸 ,而 /是 球 的 半径 . (2. 19) 式 表示 在 ! 球 内 滑 流 涡 旋 所 口 
的 比例 或 概率 , 它 说 明 随 着 > 的 减 小 或 ! 的 加 大 ,小 涡 旋 所 占 的 面积 (或 概率 ) 会 
变 小 . 若 D=2, 由 (2.17) 式 ,有 S=1, 涡 旋 就 充满 空间 了 . 现在 Ds1.5849<2， 
说 明 涡 旋 不 充满 空间 .这 就 是 所 谓 的 间 际 性 . 
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现在 举 一 个 涡 旋 并 不 充满 三 维 空间 的 例子 . 设想 面积 S 二 1 的 一 个 二 维 涡 
度 面 ( 见 图 2. 9) ,由 于 不 稳定 , 它 总 会 不 断 地 分 成 许多 小 涡 片 . 我 们 设想 将 原来 


方 的 涡 片 分 成 相等 的 9 片 ,每 片 是 边 长 为 了 的 小 方块 . 在 这 9 小 块 中 ,去 了 4 个 
角 和 中 间 一 块 ,4 个 角 向 上 长 出 边 长 为 计 的 小 立方 块 ,中 间 向 下 长 出 一 个 边 长 为 
计 的 小 立方 块 . 这 5 个 小 立方 块 ,每 块 有 5 个 面 共有 5X5= 25 个 面 ,加 上 原来 
还 剩 下 4 个 面 . 这 样 由 1 块 边 长 为 1 的 正方 形 涡 片 ,逐步 变 成 多 个 小 涡 片 .这 种 
过 程 不 断 重复 下 去 ,小 涡 片 越 来 越 多 , 涡 片 的 面积 越 来 越 大 ， 我 们 设 涡 块 面积 A 
和 小 方块 面积 4 之 间 的 关系 为 


A 王 av， (2..20) 
那么 
1 2 2 了 阿 
[sx (3) | 二 |( 宇 ) | 
两 边 取 对 数 ,得 到 
p=1— 0. 54~2—D, (2. 21) 
其 中 
D=1+ Pe 2. 54 (2. 22) 
n9 
就 是 图 2. 9 构造 出 的 二 维 间 舱 油 流 的 分 数 维 . 由 (2. 20) 式 ,得 
A=a’ ?. (2 9) 


化 . 现在 2 二 D=3,y 一 0, 那么 涡 片 面积 A 就 随 小 方块 面积 a 减 小 而 增加 . 


A=1 4=29/3: 
图 2.9 间隙 湛 流 的 分 数 维 
物理 现象 中 不 但 有 空间 上 的 间 院 性 ,而 且 还 有 时 间 上 的 间歇 性 ,从 字面 上 讲 、 


它 表示 一 段 时 间 有 , 男 一 段 时 间 没 有 . 拿 降水 量 来 说 ,一 年 365 天 中 很 多 天 无 降 
水 (好 像 软 着 ), 有 些 天 有 好 多 降水 (好 像 不 葡 着 ). 像 降水 量 这 样 的 间歇 性 在 很 
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多 自然 现象 中 均 有 体现 . 自然 系统 中 有 大 大 大 小 小 的 涨 落 ,小 地震 天 天 都 有 ,全 
ee 年 中 就 只 有 几 次 . 图 2. 10 是 观测 到 的 一 段 时 间 序 列 . 从 图 
. 10 看 出 ,时 间 轴 上 有 三 段 近似 周期 信号 ,中 间 突 然 穿插 着 三 小 段 非 周期 信号 ， 
这 就 是 时 间 上 的 间 葡 性 . 
员 
| 


Wh 


I or 


‖ Ii | 机 oi | | | 


Wl 


" 


100 200 
图 2.10 物理 量 的 时 间 序 列 


分 形 现象 的 间 吹 性 是 有 其 深刻 的 物理 本 质 的 . 树木 不 能 生长 成 一 块 大 木 
柱 , 因 为 要 留 间 院 ,充分 吸收 阳光 ,通过 光合 作用 吸收 CO: ,放出 0 气 . 雪花 之 
所 以 形成 枝 状 , 因 为 水 汽 冻 结 时 要 释放 潜 热 , 要 有 足够 大 的 空间 输送 潜 热 . 在 相 
变 点 处 , 磁 矩 间 的 相互 作用 逐步 压倒 了 随机 的 热 运动 而 占 上 风 ,形成 有 新 相 特征 
的 集团 或 “ 花 斑 ”. 若 无 空 隙 而 只 有 一 个 大 集团 ,这 种 相关 反而 减弱 了 , 见 图 1.7 
Pp 之 p. 情 况 . 只 有 大 的 集团 ,地 表 水 也 就 不 能 向 下 渗透 了 . 天 天 都 发 生 大 地 震 ， 
能 量 释 放 完 了 也 不 会 积累 了 .天 天 都 下 十 ,水汽 凝结 完了 ,自然 界 水 分 循环 就 破 
坏 了 . 

间 陈 性 或 间 吹 性 在 自然 界 是 普遍 存在 的 . 
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正 是 因为 分 形 中 有 大 大 小 小 的 不 同 尺 度 ,一 般 来 讲 尺度 大 的 客体 总 带 有 较 
大 的 能 量 , 这 种 大 的 能 量 就 要 逐步 向 尺度 小 的 输送 .这 种 一 级 一 级 传输 (输送 ) 
的 过 程 就 是 级 联 过 程 . 图 1. 3 就 显示 了 这 种 大 涡 变 小 涡 的 级 联 过 程 从 物理 上 
瀑 , 夏 天 地 面 被 太阳 晒 得 很 热 , 因 而 容易 形成 大 的 热 对 流 涡 旋 , 但 空气 有 黏 性 ,在 
向 上 速度 和 向 下 速度 造成 的 剪 切 下 ,容易 将 大 涡 旋 据 裂 成 小 涡 旋 ,小 涡 旋 再 据 改 
成 更 小 的 涡 旋 ,这 就 会 形成 有 大 大 小 小 涡 旋 的 济 流 . 
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我 们 再 举 一 个 分 形 中 常 引用 的 康 托 尔 (Cantor) 集 合 的 例子 . 最 初 第 一 级 只 
有 一 个 长 度 为 1 的 大 尺度 线段 , 之 后 ,将 这 个 线段 分 成 三 等 分 ,再 去 掉 中 间 的 一 


段 , 这 就 形成 有 两 段 长 二 的 线段 的 第 二 级 .第 三 级 是 将 第 二 级 剩 下 的 两 小 段 也 
各 自分 成 三 等 分 ,也 都 去 掉 其 中 的 中 间 一 段 ,这 个 过 程 无 限 进行 下 去 , 剩 下 的 点 
集 就 是 康 托 尔 集合 , 见 图 2. 11. 因此 ,用 一 亏 尺子 去 量 康 托 尔 集合 , 量 得 两 自 


N==2, 用 ;一 (十) 的 尺子 去 量 , 量 得 四 段 N==4, 以 此 类 推 ,用 r= (十) , 量 得 自 
数 是 2"， 按 (2. 8) 式 , 求 得 康 托 尔 集合 的 分 数 维 是 


nN ng (2. 24) 
ln 


1 m3" in3 
这 种 级 联 过 程 的 维 数 也 是 分 数 维 . 
图 2. 11 是 一 维 级 联 过 程 ,图 1. 3 是 二 维 级 联 过 程 ,下 面 举 个 三 维 级 联 过 程 
见 图 2. 12. 设想 原先 第 一 级 三 维 涡 旋 的 尺寸 是 ,第 二 级 涡 旋 的 尺寸 是 rm ,其 
中 0 二 r 二 1, 第 nn 级 涡 旋 的 尺寸 1 是 r"l ,那么 级 联 过 程 中 ,第 二 级 涡 旋 的 体积 只 


21)= 


: 
1 
1/3 1/3 | | | 
19 19 19 19 Gy 
SS i | | | 
二 © D 0 
图 2.11 康 托 尔 集合 图 2.12 三 维 涡 旋 级 联 的 模型 


是 第 一 级 涡 旋 的 8 倍 (0 二 8 一 1) ,而 随 着 级 数 n 的 增加 , 涡 旋 所 占 的 体积 愈 来 愈 
小 . 设 第 nn 级 所 占 体积 与 原 体积 的 比例 为 


P=pg'=—{£) ， G2; | 


lo 


若 D=3, 由 (2.25) 式 P=1, 这 就 意味 着 小 涡 旋 充满 空间 .因为 


( 记 )=”， (2. 26) 


[WY 
< 刀 
~ 
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将 (2. 25) 两 边 取 对 数 ,得 
nlnp=(3 一 D)ln ( 产 ). 
将 (2. 26) 代 入 上 式 , 得 


nlnB= (3— D)nlnr, 
因而 可 求 得 


或 
站 =3 一 ]n8 (2. 27) 


lnz 
2. 12 的 满 流 级 联 模式 称 为 8 模式 ,(2.27) 式 的 DD 称 为 满 流 B 级 联 模式 的 分 
数 维 . 若 取 B= 二 0.6,r 二 0. 5, 由 (2. 27) 式 , 求 得 


ln0. 6 
ln0. 5 


由 于 图 2. 12 由 第 一 级 到 第 二 级 的 过 程 和 第 二 级 到 第 三 级 的 过 程 完全 适用 
同样 的 规则 (或 公式 ), 所 以 多 尺度 系统 的 级 联 过 程 也 可 以 看 成 是 自我 复制 或 用 
同一 公式 的 迭代 过 程 . 后 面 第 四 章 将 谈 到 相 变 的 “ 重 正 化 群 变换 ”, 实 际 上 就 是 
一 种 迭代 过 程 . 生物 学 中 DNA( 脱 氧 核糖 核酸 ) 的 自我 复制 .细胞 的 复制 ,树木 
的 生长 等 均 是 一 种 不 断 重复 的 迭代 过 程 . 这 种 级 联 或 迭代 过 程 只 有 在 多 尺度 系 
统 的 研究 中 才 会 用 到 ,如果 用 单一 尺度 的 研究 方法 ,只 能 列 出 物理 量 之 间 的 一 
个 关系 式 ( 公 式 ) 而 已 . 

图 2. 11 的 康 托 尔 集合 和 下 列 的 迭代 递 推 系统 


D=3=— 23=—=0.737 二 和 .263. (2. 28) 


1 
3 TW (Tn) 


Kati = (2,.29) 
1 


一 Zz 有 


$$ ” 导 
7 一 0,1,2,… 相 联系 . 
康 托 尔 集合 的 第 一 级 是 间隔 [0,1] 上 的 一 条 线段 . 将 [0,1] 间 隔 代 和 人 


(2. 29) 式 的 右 端 w ,那么 左边 就 得 到 间隔 | 0, 村 |. 将 [0,1] 间隔 代入 (2. 29) 式 

右 端 ws ,那么 左 端 就 得 到 间隔 | 二 ,1 ] 间隔 [ ,二 ] 和 间隔 [了 ,1 | 就 是 康 托 尔 

集合 的 第 二 级 ,也 可 以 看 成 是 第 一 级 所 生出 的 两 个 儿子 我 们 假设 间隔 
] 2 

| 。, 亏 | 是 大 儿子 ,| 也,1 | 是 小 儿子 . 
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应 当 指 出 ,迭代 系统 (2. 29) 式 不 同 于 通常 的 迭代 系统 x,i1 二 f(x,), 后 者 
zl 仅 决定 于 输入 zx, 因而 可 以 称 为 无 记忆 的 系统 . 但 是 系统 (2. 29) 却 不 同 , 究 
竟 使 用 rw 还 是 ww 是 由 输出 ziil 来 决定 ,因而 带 有 记忆 性 . 


第 二 级 仍 按 同 样 的 规则 (2. 29) 到 第 三 级 . 将 大 儿子 [0, 计 | 代 信 (2. 29) 式 右 


端的 w, 和 rm 左边 得 到 间隔 | 0, 训 | 和 | 与 , 招 ]; 将 小 儿子 [与 ,1 | 代入 (2. 29) 


式 右 端的 ww 和 rw ,左边 就 得 到 间隔 | 于, 读 ] 和 [ 怠 ,1 |. 见 图 2.13. 第 三 级 可 


以 看 做 是 第 一 级 的 四 个 孙子 . 从 图 2. 13 看 出 ,所 有 经 过 w 迭代 出 来 的 全 部 在 
康 托 尔 集合 的 左边 ,经 过 w。 迭代 出 来 的 全 部 在 右边 , 而 且 四 个 孙子 中 从 左边 
数 , 第 一 、 三 个 孙子 是 大 儿子 的 ,第 二 、 四 个 孙子 是 小 儿子 的 . 再 将 第 三 级 的 四 个 
间隔 代入 到 (2. 29) 式 得 右边 ,左边 就 得 到 第 一 级 的 八 个 重 孙子 . 这 种 迭代 过 程 
可 以 一 直 重 复 下 去 . 


P|] [地 词 [ 妆 讽 [并 计 攻 缠 亡 绚 靳 鹿 [ 蕉 


图 2.13 康 托 尔 集 合 迭代 过 程 的 宝塔 图 
$ 2.5 分 形 层次 结构 
初 看 多 尺度 的 分 形似 乎 很 杂乱 无 章 , 但 是 由 于 分 形 过 程 的 自 相似 性 ,或 自我 


复制 性 , 它 会 产生 很 漂亮 的 分 形 层次 结构 . 
将 一 维 迭 代 递 推 系统 (2. 29) 推 广 到 二 维 ,写成 矩阵 形式 


光志 中 a bYV/, e 
( )=( ) )+()， (2. 30) 
Vnt1 C d Vn 1 
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也 可 以 写成 
Cd = Es 十 Dy， 十 e 一 总 小 (区 
C2..31) 
Yrt1 = crt dy f = ws Tn yn), 
若 平 面 上 的 初始 图 像 (zo ,yo) 按 (2.31) 式 的 w! 和 ws 自我 复制 成 小 的 拷贝 ,小 
拷贝 再 通过 (2. 31) 式 得 到 更 小 拷贝 ,不 断 下 去 ,那么 并 集 
wi Uw (人 2 32) 
就 产生 了 分 形 结构 . 若 (2. 30) 式 中 右 端 项 中 的 |a| 二 1, 14d| 雪 1, 则 代表 拷贝 的 


缩小 , 正 像 (2. 29) 式 中 的 村 代表 [0,1] 区 间 被 收缩 一 样 
若 (2. 30) 式 中 的 右 端 矩 阵 可 以 写成 


( “= icosO —r,sing, (和 dy 
他 以 risinO jy COSO, | 
其 中 

让 二 Va: 二 c+， 0 二 cos < 

Ma 十 ec 
(2. 34) 
ji 2 2 i 一 1 
re= At 十 d*， 0, = cos J 


(2. 33) 式 中 的 过 1,rs 达 1 分 别 表示 在 xz 和 y 方向 的 缩小 倍数 ,9 和 4% 分别 表 
示 拷 贝 顺 时 针 旋 转 的 角度 . (2. 30) 式 中 的 e。 和 了 的 作用 是 将 坐标 原点 平移 到 
(gf 

分 形 结构 的 分 数 维 , 按 (2. 8) 式 主要 取决 于 收缩 比 ~ 和 量 出 的 个 数 N， 

下 面 举 几 个 分 形 层次 结构 的 例子 . 图 2. 14 是 第 一 个 例子 :以 长 度 为 1 的 一 


nT 


个 垂直 树干 为 第 一 级 ， 然 后 ,从 树干 顶端 分 别 向 左 和 向 右 {4 到 ,一 一 二) 做 
出 长 度 为 0. 6 的 两 个 树枝 ,这 是 第 二 级 . 第 三 级 再 在 两 个 树 校 的 末端 向 上 和 向 
下 伸展 出 长 度 为 (0. 6)? 的 两 个 小 树枝 .这 种 过 程 不 断 进行 下 去 ,就 形成 了 图 
2. 14 所 示 的 分 形 树 的 结构 . 

因为 用 一 0. 6 的 尺子 去 量 第 二 级 ,得 到 N 一 2, 故 按 (2. 8) 式 ,有 


由 此 求 的 分 数 维 
D=— ln2 1. 357. (2. 35) 


这 里 D1.357, 它 反映 这 种 树 结构 未 充满 二 维 空间 的 程度 . 
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—12—10-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 10 12 


2.14 维 数 为 1.357 的 分 形 树 


图 2. 15 是 第 二 个 例子 , 它 将 图 2. 14 的 树 六 三 六 一 0.6 改变 成 7 二 0.7,r; 二 
0.65, 且 0 一 40 ,0 一 一 60. 注意 ,现在 以 r 为 尺子 去 量 , 量 出 来 的 段 数 分 别 为 
Ni 和 N;, 则 总 段 数 为 

N(r)= Ni(r)+N,(r), (2. 36) 

但 每 个 小 段 却 是 和 一 个 大 段 是 自 相 似 的 ,因此 用 0.7 的 >( 即 六) 去 量 左 段 和 用 
0.5 的 r( 即 xr;) 去 量 右 段 , 都 应 该 和 用 rx 去 量 大 段 是 一 样 的 , 即 

Ni(rnr)=N,(r, rr)=N(r)=r ?, (2. 37) 


图 2.15 分 数 维 1.774 的 分 形 树 
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Nn=(£) ， Nn=( 二 ) | (2. 38) 


即 
r?+r?=1. (2. 39) 
(2. 39) 式 是 两 种 不 同 缩小 尺子 所 量 出 的 分 数 维 的 求法 . 公式 (2. 39) 还 要 在 第 七 
章 中 讨论 . 现在 将 = 二 0.7,r,= 二 0. 65 代入 (2. 39) 式 ,得 到 
0. 72 十 (0.65)2 王 1 . 
由 上 式 算 出 分 数 维 
D=:1. 774. 
显然 ,由 于 图 2. 15 的 分 数 维 比 图 2. 14 的 分 数 维 要 大 ,所 以 图 2.15 比 图 
2. 14 更 充满 空间 . 
由 (2. 35) 式 看 出 ,如 果 分 形 树 的 缩小 比例 达到 r= 二 0.707, 那 么 分 形 树 的 维 
数 达 到 2, 此 时 分 形 树 几乎 要 充满 整个 平面 相反 地 ,车 r=0. 5, 那 么 分 形 树 的 
维 数 将 小 于 1, 此 时 树叶 就 是 点 集合 了 . 
图 2. 16 是 第 三 个 例子 , 它 是 取 ni 二 0.75,rs 二 0.55 且 和 0 三 一 30" ,0 一 一 10”. 


利用 (2. 39) 式 求 得 
(2. 40) 


图 2.16 分 数 维 是 1.637 的 分 形 树 
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分 形 树 还 有 一 个 特点 ,就 是 树叶 由 下 往 上 生长 时 ,每 个 树叶 是 从 第 一 级 树叶 
道 时 针 旋 转 0. 618X180"==111. 24" 生 长 的 ,其 中 0. 618 是 黄金 分 割 数 1. 618 的 
倒数 . 若 树叶 生长 的 次 序 按 1,2,3,… 排 序 , 那 么 叶 尖 就 形成 向 内 的 螺旋 结构 , 见 
图 2. 17. 


2.17 树叶 生长 的 螺旋 结构 


最 后 一 个 例子 是 图 2. 18 的 谢 尔 平 斯 基 海 绵 ， 这 种 分 形 结构 所 对 应 的 迭代 
函数 系统 是 


1 
Fe 
ee 1 | )， 
工 | 、\y 
5 
1 而 1 
2 x 一 
vw, 一 (lt 2 (2. 41) 
9 0 
1 1 
rl 
Tg 一 性 呈 
和 二 | 有 | 有 
2 4 


从 (2.39) 式 我 们 可 以 归纳 出 ,车 迭代 函数 系统 ww ,ros,，… ,rw, 的 收缩 因子 分 别 为 
risr2,* 1， 那么 该 系统 的 分 数 维 DD 满足 
Fi? 十 r2? 十 … 十 x,? 二 1. (2. 42) 
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A Kk 
人 AA 


对 图 2. 18 的 谢 尔 平 斯 基 海 绵 , 有 n= 去, 二 去, 记 一 去 ,所 以 按 (2.44) 式 ,得 


2 
1\D 
8 二 | = 
故 求 得 
3 
= 加 1. 585， 
因此 分 数 维 呈现 出 层次 结构 . 
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物理 学 中 通常 认为 物理 量 ( 如 速度 .加 速度 和 力 ) 是 处 处 连续 可 微 的 ,因而 物 
理 现 象 的 演化 方程 均 可 由 整数 阶 的 微分 方程 来 描述 . 但 是 ,1926 年 气象 学 家 里 
查 孙 (Richardson) 发 现 , 满 流 的 速度 场 是 连续 但 不 可 微 的 . 如 第 一 章 和 第 二 章 所 
讨论 的 分 形 现象 都 具有 连续 但 不 可 微 的 性 质 ， 此 时 分 数 维和 分 数 阶 微 积 分 是 最 
主要 的 工具 . 里 查 孙 当时 建议 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 函数 (简称 魏 氏 也 
数 ) 来 描述 大 气 风 场 . 

通常 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 可 写 为 


十 co 
w(t) = 3) TC[1— cos(b")] = Rel 六 二 一 yt ， (2.43) 
a Oo 


nn 二 一 0 


一 0 


其 中 wm 是 随机 相位 . 图 2. 19 是 取 a 二 4,6 二 8 的 w(?) 随 时 间 1 的 变化 图 ,0 私 
1 过 0. 5 从 图 2. 19 看 出 ,这 个 函数 的 确 是 处 处 连续 而 不 可 微 的 . 

从 物理 上 讲 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 (2. 43) 可 以 理解 成 各 种 小 振幅 (a 二 1) 高 频 
(0 二 1) 振 荡 的 番 加 . 在 (2.43) 式 中 ,n= 二 0 代表 单位 频率 和 单位 振幅 的 振荡 ， 
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0.1 0.2 03 0.4 0.5 
时 间 


图 2.19 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 (ao 一 4,0=8) 


"一 1 代表 第 二 周期 项 ,频率 是 6, 振幅 是 二 ,一 2 代表 第 三 周期 项 ,频率 是 中 , 振 


幅 是 二 ,以 此 类 推 ,第 ”项 频率 是 b， ,振幅 是 二 ,因此 , 若 把 频率 刀 看 成 是 尺度 ， 


把 振幅 A 和 频率 的 关系 设 为 


A=r,， 
那么 
()=0y 
由 (2. 45) 式 , 求 得 
MD 


(2.44) 


(2. 45) 


(2. 46) 


将 4 设 成 D 一 2, 其 中 DD 是 魏 氏 函数 的 分 维 数 . 若 DD 二 2, 则 jy 二 0, 那 么 振幅 A 就 


不 随 r 变化 .由 (2.46) 式 ,得 a 二 ?了 ,将 它 代 入 (2. 43) 式 ,得 
1 一 eos (8%) 
w(1) = 生 b'2—D)n 
魏 氏 函数 (2. 47) 遵 从 如 下 的 标 度 律 : 


十 
wbt) = 》\ 二 [1 一 cos(po0D)] 
1 一 一 cc a 


站 ca 


= a » il 一 68 区] 


一 QUCt) 
= 0 Prw (1). 

在 (2. 46) 式 中 取 a 二 4,6 二 8, 可 求 得 
z=2—D 


lna 


ln0 


(2. 47) 


(2. 48) 
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或 
3 lIn4 _ 
D=2— me™2— HX1. 33, (2. 49) 
n8 
其 中 
再 一 名 4<0.67 (2. 50) 
ln8 
称 为 标 度 指数 ,表示 振幅 尺度 和 频率 尺度 之 比 . 因此 图 2. 19 的 魏 氏 函数 曲线 的 
维 数 是 1. 33. 


自 相似 关系 (2.48) 就 如 同 》1.1 所 介绍 的 重 正 化 群 的 标 度 关系 (1. 3). 
(2. 48) 式 说 明 尺 度 ( 频 率 ) 放 大 2 倍 , 振 幅 则 放大 a 售 . 

图 2. 20(a) 与 图 2. 19 相同 ,而 图 2. 20(b) 是 时 间 尺 度 放 大 8 倍 的 图 ,从 图 
2. 20 看 出 ,时 间 尺 度 放大 8 倍 后 ,和 原来 未 放大 的 图 是 自 相 似 的 . 


3.0 


25 


振幅 


振幅 


0.3 


0.01 002 003 0.04 0.05 0.06 
时 间 
(b) 
图 2.20 魏 氏 函数 的 自 相 似 关 系 
(a) 同 图 2. 20;(b) 将 Ca) 的 时 间 尺 度 放 大 8 倍 
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现在 求 标 度 关系 (2. 48) 的 解 , 设 解 为 
w(t)=A()t!, C2201) 
将 (2. 51) 式 代入 (2. 48) 式 ,得 
A(COoi)pR =aAl)i!, 


由 此 可 求 得 
A(bt)=A(), 
b=a. (2 
(2. 52) 式 的 第 一 式 说 明 , 若 以 lnt 做 时 间 坐 标 ,就 有 
A4A(Cno 十 lni) 一 AClnz). (2..53) 


(2. 53) 式 说 明 A 是 周期 函数 ,周期 为 nb. 
(2. 51) 式 和 (2. 52) 式 说 明 ,整个 魏 氏 函数 以 妃 宕 律 形式 增长 , 见 图 2.21 中 
的 粗 实 线 . 


0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
时 间 


图 2.21 在 魏 氏 函数 的 大 小 涨 落 中 又 加 上 一 个 宕 函数 的 增长 


跨 尺 度 的 随机 魏 氏 函数 是 描述 随机 分 形 过 程 的 重要 函数 . 
$2.7 记忆 性 


分 形 最 不 引 人 注 目的 一 个 特征 是 它 的 记忆 性 ,这 种 记忆 性 通常 是 难以 理解 
的 ,但 是 有 记忆 力 的 人 脑 和 分 形 一 样 有 极其 复杂 的 层次 结构 ,这 一 点 很 相似 ， 人 
脑 由 大 量 神经 元 组 成 ,每 个 神经 元 又 通过 称 为 树 突 的 精细 结构 收集 来 自 其 他 神 
经 元 的 信息 ,通过 称 为 轴 罕 的 一 条 长 而 细 的 结构 发 出 电 脉冲 ,而 轴 突 又 像 分 形 树 
一 样 分 裂 成 数 千 条 分 支 , 在 每 条 分 支 的 末端 称 为 突 触 的 结构 能 把 来 自 轴 突 的 电 
话 性 脉冲 变 为 电 作用 ,从 而 抑制 或 兴奋 相连 的 各 神经 元 中 的 活性 ， 当 一 个 神经 
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元 收 到 兴奋 输入 ,而 兴奋 输入 又 比 抑制 输入 大 时 ,神经 元 把 电话 性 脉冲 向 下 传 到 
它 的 轴 突 ,改变 轴 窗 的 有 效 性 ,从 而 使 一 个 神经 元 对 另 一 个 神经 元 产生 影响 ， 影 
啊 改 变 , 便 发 生 学 习 行 为 ,表现 出 记忆 功能 . 

3 2.4 的 自我 复制 过 程 产生 的 层次 结构 ,尽管 子孙 满堂 ,仍然 非常 清楚 地 记 
得 谁 是 他 的 孙子 、 重 孙子 …… 这 种 自我 复制 过 程 , 输 出 不 仅仅 决定 于 它 的 输入 ， 
而 且 究竟 是 用 wi 去 复制 还 是 rw。 去 复制 ,还 得 看 输出 的 结果 . 因此 (n 十 1) 时 刻 
的 值 ,不仅 由 时刻 的 值 决定 ,还 要 由 时刻 之 前 时 刻 (n 一 1),(n 一 2) 等 的 值 决 
定 , 这 就 有 了 记忆 性 . 

3 1.8 中 的 正常 扩散 和 异常 扩散 的 最 大 区 别 是 :对 正常 扩散 , 自 相关 函数 


R(r) 一 (zt 十 r) 一 (z))(Cz(b 一 (z)) 一 (zz2ye TF (2. 54) 
是 指数 函数 ,而 异常 扩散 的 自 相 关 函 数 RCr) 是 寡 函 数 
R(r)ocr . (2, 55) 
详 见 第 五 章 . 
对 于 指数 函数 (2. 54) 式 , 若 时 间 + 到 达 特 征 时 间 工 以 后 ,相关 函数 已 衰减 
1 1 


了 二 全 区 7 ,但 是 宕 函数 (2. 55) 式 却 衰减 得 慢 多 了 . 为 了 便于 比较 ,我 们 将 指数 


函数 (2.54) 式 和 寡 函 数 (2. 55) 式 绘 在 图 2. 22 中 . 从 图 2. 22 明显 看 出 ,过 函 数 
的 自 相 关 孔 数 衰 减 比 较 慢 ,有 和 较 好 的 记忆 性 . 


R(T) 1 


T 


一 此 一 ] 0 1 2 3 
图 2.22 指数 相关 (2.54) 式 (长 虚线 ) 和 需 相 关 ( 短 虚线 ) 的 区 别 


指数 函数 和 寡 函 数 的 差别 还 表现 在 微分 方程 上 , 线性 方程 


=—z (2. 56) 
t 
的 解 是 指数 函数 

z(t)=x0e (2. 57) 
而 非 线 性 方程 


dr (a>0) (2. 58) 
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的 解 为 


(2. 59) 


(2.57),(2.59) 式 中 的 x。 是 1==0 时 刻 的 初始 值 . (2. 59) 式 当 上 足够 大 时 变 成 
了 (2. 60) 
a 


是 衰减 较 慢 的 窜 函 数 . 

指数 函数 和 和 窒 函 数 的 差别 说 明 , 分 形 所 描述 的 现象 是 非 线 性 的 , 且 有 较 好 的 
记忆 性 . 

在 第 十 一 章 我 们 将 看 到 分 形 和 分 数 阶 (0 二 a 二 1) 导 数 的 关系 . 知 


dx 
0 (2. 61) 


方程 (2. 61) 的 解 是 
X(t)=ct" ， (2. 62) 
又 是 一 个 窜 函 数 . 该 系统 也 有 较 好 的 记忆 性 . 
近代 物理 学 家 在 处 理 某 些 问题 时 会 使 用 非 定 域 (空间 和 时 间 ) 的 场 论 ， 从 时 
间 角 度 讲 , 它 主要 描述 给 定 物理 系统 是 否 具有 记忆 的 能 力 . 为 了 说 明 ,我们 举 一 
个 经 典 粒 子 在 稀释 气体 中 运动 的 例子 , 见 图 2.23. 图 2.23(a) 是 无 边界 的 ,图 
bl 在 无 边界 的 情况 ,粒子 的 碰撞 率 Co 由 rr 时刻 前 的 源 项 wz 一 z) 决 
这 是 定 域 理论 . 在 有 边界 的 情况 下 ,(t 一 rt) 时 刻 的 气体 粒子 在 运动 过 程 中 被 


散射 ， a 因此 在 时 刻 : 的 动力 学 不 仅 


有 源 项 y(t) ,而 且 还 附加 有 正比 于 y(t 一 7) 的 非 定 域 项 , 即 y(1) 十 oy(1 一 tr)， 由 
于 延迟 作用 ,这 就 产生 了 记忆 性 影响 . 在 复杂 的 反射 系统 中 ,空间 中 的 每 一 点 都 
是 新 波 面 的 源 . 


0 1 PR 
i WD WAI—7) ge yAN+WAI—7) 


seeaee ee@eehee 
eeeoees Sooese 


“经 典 自由 场 、、。” ”有 边界 的 经 典 声 


[一 T2 1 [一 T2 I 


(a) (b) 


图 2.23 记忆 性 影响 的 几何 解释 


小 结 


多 尺度 的 物理 学 中 的 分 形 ,不 能 只 简单 地 理解 为 维 数 是 分 数 , 它 反映 出 物理 
现象 的 多 尺度 性 ,临界 性 .奇异 性 .间歇 性 ` 不 可 微 性 等 等 特征 . 

特别 应 当 指出 的 是 ,由 于 自我 复制 而 产生 的 分 形 层次 结构 使 分 形 具 有 长 程 
相关 性 和 记忆 性 . 
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分 形 现象 最 重要 的 特征 是 无 特征 尺度 ,也 就 是 说 尺度 跨越 好 多 个 量 级 ,那么 
我 们 就 要 问 , 标 ( 尺 ) 度 变换 (放大 或 缩小 ) 会 有 什么 后 果 ? 物理量 随 尺度 变化 而 
变化 ,什么 量 不 随 尺 度 变 化 而 变化 ?过 去 在 物理 学 中 我 们 接触 过 平移 变换 、 反 射 
变换 和 旋转 变换 ,现在 分 形 现象 中 却 是 标 度 变换 , 分 形 对 很 多 物理 学 者 来 说 是 
比较 陌生 的 ,我 们 希望 本 章 的 介绍 能 够 开拓 读者 的 眼界 . 


$3.1 标 度 变换 


先 谈 谈 比较 熟悉 的 例子 : 阿 基 米 德 螺旋 和 对 数 螺旋 . 若 用 极 坐 标 (>,9) 表 
示 ,二 者 分 别 为 
r(0)=a0 (3. 1) 
和 
r(0) 一 e" ， (3. 2) 
见 图 3. 1 和 图 3. 2. 请 注意 ,~ 是 离 坐标 原点 的 距离 ,9 是 自 正 x 轴 逆 时 针 旋 转 的 
角度 . 
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3.2 对 数 螺旋 


现在 我 们 对 (3. 1) 式 做 一 个 标 度 变换 ,将 > 变 成 rG 二 1 是 放大 ,4 二 1 是 收 
缩 ) ,看 有 什么 结果 . (3. 1) 式 两 边 乘 上 ,得 
Ar(0)=a* A0=ar(A0). (3. 3) 
(3. 3) 式 左边 表示 将 原 有 整个 图 形 放 大 或 缩小 4 倍 , 右 边 表示 角度 为 29 阿 基 米 
德 螺 旋 (3.1) 式 ,也 就 是 说 整个 图 形 放 大 或 缩小 4 倍 , 只 要 将 9 转 成 39, 那么 就 和 
原来 的 曲线 重合 . 具体 地 讨论 一 下 . 考虑 在 图 3. 1 中 , 原 角 度 在 2x 时 阿 基 米 德 
螺 线 上 的 一 点 A ,将 其 再 道 时 针 转 2r, 即 0 由 2x 变 成 4r,g 放大 三 2 倍 , 则 其 
对 应 的 向 径 上 的 点 为 B. 因为 按 (3.1) 式 ,OA==a，2x,0B=a* 4x,0B 一 0A= 
AB=(a。2r) 王 OA4,AB 之 间 的 距离 和 原点 O 到 A 点 之 间 的 距离 相等 . 这 就 得 
出 了 前 面 的 结论 . 
在 对 数 螺 旋 (3. 2) 式 两 边 取 对 数 ,得 
ln r(0) 一 a0. (3. 4) 
上 式 右 边 和 阿 基 米 德 螺旋 (3. 1) 式 右边 完全 一 样 ,只 是 左边 变 成 了 lnr, 那 么 在 其 
两 边 乘 上 》 后 为 
Alnr(0)=a * $0=1nr(A0). C3. 5 
(3.5) 式 说 明 ,角度 由 2x 上 的 A 点 ,再 转 2x 变 成 4r 后 的 B 点 ,因为 按 (3.4) 式 ， 
InO4=a .2r,ln0B=u .4r 一 2ln04, 即 OB 王 (OA): ,那么 原点 到 B 点 之 间 的 
距离 是 OA 之 间 的 距离 的 平方 ,参看 图 3. 2. 
因此 无 论 是 阿 基 米 德 螺旋 还 是 对 数 螺旋 ,尺度 放大 或 缩小 * 倍 ,只 要 
将 角度 旋转 成 40, 该 图 像 就 完全 和 原 图 形 重合 ,这 就 是 尺度 变换 的 不 变 
性 ,或 称 为 标 度 对 称 性 . 
自然 界 有 很 多 螺旋 ,如 图 3. 3(a) 的 木星 大 红斑 .图 3.3(b) 的 鹦 吏 螺 、 图 3. 3 
(c) 的 向 日 比 等 . 
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图 3.3 自然 界 的 各 种 螺旋 
(a) 木星 大 红斑 ;(b) 鹦 末 螺 ;(c) 向 日 葵 


为 什么 我 们 特别 将 螺旋 和 标 度 变 换 联系 在 一 起 ? 第 十 章 我 们 将 会 看 到 , 螺 
旋 结构 是 一 种 典型 的 自 组 织 、 自 相似 结构 . 

这 里 要 指出 的 是 ,尺度 变换 的 “尺度 ”或 “ 标 度 ”并 不 仅仅 是 空间 尺度 ,也 可 以 
是 时 间 尺 度 . 例如 第 一 章 》$1.7 介绍 的 气候 ,年 、 十 年 、 百 年 等 时 间 尺 度 都 是 气 
候 , 而 且 就 气候 的 平均 温度 来 讲 , 不 外 乎 是 冷 或 暧 ,(1. 21) 式 说 明 时 间 尺 度 a 作 
了 一 个 变换 ga 后 ,气候 的 冷暖 就 变化 了 ,表现 在 冷暖 转换 点 的 数目 N 发 生 了 变 
化 ,但 (1.23) 式 中 的 不 变 . 

除了 空间 尺度 和 时 间 尺 度 以 外 , 谱 空 间 的 波 数 或 频率 f 也 可 作为 尺度 , 因 


为 波 数 的 倒数 元 就 是 长 度 尺度 ,频率 /的 倒数 就 是 时 间 尺 度 , 多 尺度 系统 也 可 


以 是 波 数 或 频率 了 跨越 好 多 个 量 级 ,对 或 f 也 可 以 做 标 度 变换 Xk 或 Af. 在 
第 八 章 中 我 们 要 介绍 在 滑 流 的 惯性 区 内 , 波 数 跨 越 好 几 个 量 级 ,此 区 内 科 和 尔 莫 蕊 
罗 夫 理论 中 ,能 谱 ( 单 位 波 数 的 能 量 )SCR) 为 


S(k)ock 3. (3. 6) 
对 (3.6) 式 中 的 & 做 标 度 变换 Xk ,得 到 
SOR)ocA Ih =A-3S(k). (3. 7) 


(3.7) 式 说 明 ,SGQk) 和 SC() 也 只 差 一 个 倍数 ,两 者 也 是 自 相 似 的 . 
同样 ,在 $ 1.4 中 ,二 噪声 的 功率 谱 (1. 11) 式 为 


SC 站 es 产 ?， 
其 中 SC 方 为 单位 频率 能 量 . 此 时 频率 跨 好 几 个 量 级 ,对 频率 f 做 变换 Xf ,得 到 
SAAS Hf A BSC(N. (3. 8) 


(3.8) 式 说 明 ,SQ 有 和 S( 放 只 差 一 个 倍数 ,两 者 也 是 自 相 似 的 . 
除了 时 空 , 波 数 、 频 率 以 外 ,物理 量 本 身 也 可 以 作为 尺度 . 在 铁 磁 相 变 中 , 温 
度 了 与 临界 温度 工 . 的 差 
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T—T. (3. 9) 
就 可 以 作为 尺度 . 在 临界 点 T. 上 ,各 种 大 大 小 小 的 涨 落 的 关联 长 度 & 是 无 穷 大 ， 
对 尺子 (T 一 T.) 做 标 度 变换 A(T 一 T.) ,关联 长 度 仍然 是 无 穷 大 , 见 (1.4) 式 ,这 
正 是 威 耳 逊 (Wilson) 重 正 化 群 理论 的 基础 . 他 因此 获得 了 1982 年 诺 贝 尔 物理 
标 度 变 换 的 不 变性 ,多 数 是 统计 意义 上 的 不 变性 ,例如 著名 的 布朗 运动 轨 
迹 , 见 图 3. 4. 从 图 3.4 看 出 ,平面 上 有 些 地 区 轨迹 比较 密 , 有 些 地 区 则 比较 政 . 
如 果 把 这 布朗 运动 轨迹 的 右 下 角 做 局 部 放大 (尺度 变换 ) 则 得 到 左上 图 ,这 时 更 
细微 的 曲折 开始 显现 ,但 和 右 下 角 方 框 内 的 弯 弯 曲 曲 在 统计 上 是 自 相似 的 . 


图 3.4 一 个 粒子 做 布朗 运动 的 轨迹 


$3.2 演化 方程 的 标 度 变换 


除了 对 螺旋 图 像 和 分 形 现象 做 标 度 变换 之 外 ,对 物理 学 中 的 演化 方程 也 可 
以 做 标 度 变换 ,这 是 为 什么 呢 ? 因为 物理 学 中 的 许多 演化 方程 并 没有 规定 只 能 
用 于 革 种 时 空 尺度 ,实际 上 其 适用 的 范围 可 以 跨越 好 多 时 空 尺度 . 下 面 我 们 人 举 
几 个 比较 著名 的 演化 方程 来 说 明 . 

(1) 扩散 方程 


ot or 
方程 (3.10) 也 是 热传导 方程 ,其 中 p 可 以 代表 温度 ,浓度 ,概率 等 ,K 是 扩散 


op_kxoap (3. 10) 
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i 10) 式 中 的 空间 尺度 xz, 时 间 尺 度 1, 以 及 物理 量 p 可 做 如 下 标 度 变 换 : 
x Xx =A, p=—=Ap, (3.11) 
将 (3.11) 式 代入 (3. 10) 式 ,得 到 


2 ) = (Kk A). 


ks 
为 了 使 不 同 尺 度 下 p 关于 xz',t 的 方程 和 方程 (3. 10) 相 同 ,必须 有 
有 一 ?7 一线 一 
由 此 导 得 
B 二 2a， 7y 任意 . (5 2) 


例如 取 一 半 ,7 一 一 到 ,8 一 1 就 满足 这 个 要 求 . 因此 ,我 们 做 标 度 变换 


二 zt (8, 19» 
就 得 到 方程 (3. 10) 式 中 物理 量 p 的 标 度 关系 
pATzAt)=A p(xr,t). (3. 14) 
标 度 关系 (3. 14) 式 有 很 大 用 途 . 
大 家 所 熟知 的 正 态 分 布 
plz) = ee (3 15) 


不 但 是 扩散 方程 (3. 10) 的 解 ,而 且 也 满足 标 度 方程 (3. 14). 正 态 分 布 在 标 度 变 
换 (3. 13) 式 下 总 概率 不 变 , 即 


Te Ddz = |pQtz datz)= 1. (3. 16) 


在 (3. 14) 式 中 取 = 上 , 则 有 
plt 


i 全 prt) 
或 

p(xst)=1 Ip(lt zr,1). (B17) 
(3.17) 式 说 明 , 虽 然 在 图 (p(x,t) ,xz) 上 看 ， I 扩散 导致 其 正 态 


分 布 越 来 越 忆 平 , 见 图 3. 5(a) ,但 是 在 坐标 | 一 和 诗 | 图 上 看 , 却 是 同一 个 正 杰 分 


布 , 见 图 3. 5(b). ER ee 了 标 度 关系 式 
(3. 14). 
(2) KdV 方程 


= (B=0). (3. 18) 
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p(x, /1™? 
1 xp 
(a) (b) 
_ p(x,t) 
图 3.5 布 归 运动 的 (plx,j,z) 和 (二 , 训 ) 国 
2 


这 个 方程 当 以 6 二 x 一 ct 作为 自 变量 时 ,存在 椭圆 余弦 波 的 周期 解 , 其 振幅 小 时 
就 是 正 ,余弦 波 的 周期 解 , 振 幅 比 较 大 时 就 得 到 周期 为 无 穷 大 的 孤立 波 解 ,振幅 


居中 的 则 是 椭圆 余弦 波 . 
对 (3. 18) 式 做 标 度 变换 
z=Xz, t= =Au, (3. 19) 
代入 (3. 18) 式 ,得 
_, /Ou ,Ou _ Ou 
有 一 > a 一 27 3a 一 7 = 
A (Sr (x ms (B 和 0. (3. 20) 
要 保持 (3. 20) 式 的 形式 和 (3. 18) 式 相同 ,必须 有 
有 8 一 7 一 cc 一 2 一 8 一 7 (3 21) 
因而 求 得 
一 一 到 7， 8 一 一 了 7 (3. 22) 
取 Y= 二 1, 则 有 
es 2 
| 2 9 有 2 9 (3 23) 
也 就 是 在 标 度 变换 
区 = i 1 =A-zt， u’ =Au (3.24) 
下 方程 (3. 18) 形 式 不 变 , 且 有 标 度 关系 
uA tzrA zt)=Au(zr,t). (3. 25) 


KdV 方程 (3. 18) 的 所 有 解 均 要 满足 标 度 关系 (3. 25) 式 . 因为 KdV 方程 (3. 18) 


二 到 汪汪 C a , (3, 26) 
u=3csech” ， yd ct) 
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所 以 将 (3. 26) 式 代入 (3. 25) 式 ,得 到 


= sech’ 高 QQ z 一 ou)， (3.27) 
也 是 KdV 方程 的 解 . 


(3. 25) 式 说 明 尺 度 二 缩小 Q>>1) 为 村 ,孤立 波 的 振幅 由 昨 变 小 成 六 而 波 


速 也 变 小 . 

取 ) 王 2 ,那么 振幅 变 小 2 倍 , 波 速 则 变 小 2=2.8 倍 . 这 是 非 线性 波 的 特 
点 , 即 波 的 振幅 和 波 的 速度 c( 或 频率 ) 有 很 大 的 依赖 关系 . 

(3) 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 (Navier-Stokes 方程 ,简称 N-S 方程 ) 


Bp yp = (3. 28) 
ot O 


它 是 描述 黏 性 流体 的 动力 学 方程 , 是 压强 ,v 是 速度 ,vAv 是 黏 性 项 , "是 黏 清 
系数 . 
我 们 对 N-S 方程 做 标 度 变 换 
三 A YY 


(= i (3 29) 


其 中 z,y,z 代表 包括 x,，y,z 的 空间 尺度 ,vy 若 理解 成 汕 流 交换 系数 ,也 应 该 和 尺 
度 有 关 . 那么 在 标 度 变换 (3. 29) 下 ,N-S 方程 形式 不 变 , 且 无 量 纲 的 雷诺 (Revn- 
olds) 数 


Re= 叶 一 人 一 站 (3. 30) 


不 变 . 
从 (3. 29) 导 得 标 度 关系 
站 (入 天 让 YE). CR 


根据 标 度 变 换 (3. 29) ,我 们 可 导 得 清流 能 量 耗 散 率 。 ol 即 单位 时 间 所 耗 散 的 
清流 动能 ) 的 标 度 律 为 
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E 三 ~ 了 三 一 3 1e， (3 32) 
Ss 

由 (3. 32) 式 可 知 , 当 

人) 


时 湾流 动能 耗 散 率 随 尺度 变化 是 不 变 的 ,这 正 是 1941 年 科 尔 葛 戈 风 夫 理论 的 结 
果 , 详 见 第 八 章 , 这 里 我 们 并 没有 求解 N-S 方程 , 却 从 标 度 关系 (3. 32) 式 中 得 到 
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了 重要 的 结果 . 
(4) 卡 达 尔 - 帕 里 西 - 张 方程 (Kardar-Paris-Zhang 方程 ,简称 KPZ 方程 ) 


Ou_»ou, v/ou\’ 
= 厅 和 下 二 (三 十 s， [3 到 


其 中 是 分 界面 的 位 置 ,v 是 移动 速度 ,D 是 扩散 系数 ,x 是 空间 坐标 ,t 是 时 间 
坐标 ,e 是 高 斯 日 噪声 , 它 满足 

(el(x,t)el(x’,t))=2T8(rx—zx )d(t—1), (3. 35) 
其 中 丁 为 噪声 强度 . 它 在 描述 有 限 扩 散 凝 聚 等 问题 中 常用 到 . 


(3. 34) 式 也 是 随机 微分 方程 ，(3. 34) 式 若 无 非 线性 项 { 3& ) , 则 称 为 爱 德 


Ox 
化 兹 - 威 尔 金森 方程 (Edwards-Wilkinson 方程 ,简称 EW 方程 ). 
我 们 做 坐标 尺度 变换 
X=Ax, t=At, u =Au, (3. 36) 


且 (3. 34) 式 中 的 噪声 项 的 变换 为 
(e(x! ,11)elxs ,ts)) 


=2T8(x/— x)d(t1 OO—t) 


= 时 2 — (3. 37) 
将 (3. 37) 式 和 (3. 35) 式 比较 ,得 到 噪声 的 变换 为 
/=Az+pe, (3. 38) 
将 (3.36) 和 (3. 38) 式 代入 方程 (3. 34) 式 ,得 到 
Ou 2—p Ou —at+2—pU_ Qu” 和 le-8 / 
SA PD t+ | FA ee, (3. 39) 
从 方程 (3. 39) 看 出 ,要 保持 方程 形式 不 变 , 则 要 求 EW 方程 中 
2 一 有 0， 
1 二 2a 一 B= 二 0， 
因此 有 
B=2， 4 一 广 ， 
则 标 度 关系 为 
& (Ah21D) 一 全 2 (并 ,1)。 (3. 40) 


而 对 于 KPZ 方程 ,须要 求 


因此 有 
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故 KPZ 方程 (3. 34) 式 的 标 度 关系 为 


u CA 一 全 (并 yt (3. 41) 
这 说 明 对 随机 微分 方程 也 可 以 做 标 度 变换 . 


$3.3 ”物理 学 中 的 窘 律 函数 


对 多 尺度 现象 进行 标 度 变换 ,总 导致 物理 量 随 尺 度 的 究 律 关系 ,如 (3.1)， 
(3. 6),(3.7) 式 等 ,因此 知 函 数 和 分 形 现象 有 密切 关系 . 

在 物理 定律 中 有 许多 寡 函 数 关 系 . 例如 任意 两 个 物体 之 间 均 存在 万 有 引 
力 , 力 的 大 小 和 两 个 物体 之 间 的 距离 ~ 的 平方 成 反比 : 


f(n)cc 二 . (3. 42) 


(3. 42) 式 就 是 寡 函 数 关系 . 

在 物理 学 中 , 震 函 数 有 什么 用 呢 ? 下 面 我 们 用 例子 说 明 . 

首先 来 看 一 个 质量 为 m 的 物体 在 月 球 和 地 球 上 的 重力 加 速度 有 什么 不 
同 . 按照 牛顿 第 二 定律 ,在 月 球 或 地 球 上 质量 为 m 的 物体 在 只 受 重 力 时 运动 
定律 为 


六 时 一 ma= /6G 半 -一 并 ， (3. 43) 
其 中 了 是 引力 ,G 是 引力 常数 ,M 是 月 球 或 地 球 的 质量 ,a 是 重力 加 速度 ,V 是 重 
力 势能 . 在 (3. 43) 式 的 右 端 ,我 们 可 以 把 量 省 看 成 是 尺度 /一 党 . 由 于 地 球 和 月 
量 和 半径 7 都 不 同 ,因而 尺度 / 也 不 同 . 由 于 月 球 质量 约 是 地 球 质 量 的 


车, 月 球 半径 约 是 地 球 半径 的 =, 那么 月 球 的 尺度 和 地 球 的 尺度 之 比 为 


Mm Ma 
1 = 六 月球 Ms 
人 地 球 Mj (2 ) 
7 地球 让 地球 
1 
Sa ad (3. 44) 
了 
6 


因为 由 (3. 43) 式 ,重力 加 速度 a 和 7 成 正比 ,所 以 由 (3.44) 式 ,月 球 的 重力 加 速 
度 a 是 地 球 的 重力 加 速度 aw 的 十, 即 
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a (7!)=Ba0). (3. 45) 


(3.45) 式 说 明 , 尺 度 由 /变换 (缩小 )6 倍 , 那 么 重力 加 速度 也 缩小 6 售 . 

可 见 用 尺度 变换 给 我 们 的 问题 带 来 很 大 方便 ,我 们 没有 解 方 程 就 找到 了 问 
题 的 答案 . 

我 们 再 讨论 火箭 逃逸 月 球 和 逃逸 地 球 的 宇宙 速度 之 比 是 多 少 . 火箭 逃逸 的 
临界 条 件 是 


Fmo 一 发 二 :人 一 (3. 46) 
此 时 若 将 只 看 成 是 尺度 ,那么 逃逸 速度 v 和 尺度 ! 的 平方 根 成 正比 ,因此 月 球 
速度 vas 和 地 球 逃 竟 速 度 vw 六 之 比 为 


Ma Ma 
U 有 球 /lH 球 _ |_7A 球 _ | Mw 于 
已 地 球 /地 球 人 地 于 7 月 球 
7 地 球 7 地球 


(3. 47) 


(3. 47) 式 意味 着 当 尺度 ! 缩小 为 一 二 全 方 时 ,逃逸 速度 缩小 为 二 7，, 即 


(4. ~ 


of( 2 人 = 二 (CD)， (3. 48) 


以 上 两 个 例子 说 明了 尺度 变换 对 研究 物理 问题 的 重要 性 . 

除了 万 有 引力 是 寡 函 数 关系 外 ,还 有 很 多 其 他 例子 :电学 上 的 两 个 点 电荷 之 
间 的 作用 力也 是 与 两 者 距离 ~ 的 平方 成 反比 的 (库仑 定律 ). 力学 中 的 胡 克 定 
律 , 回 复 力 的 大 小 和 拉 伸 长 度 -~ 的 一 次 方 成 正比 . 自由 落体 下 落 的 距离 和 时 间 


的 平方 :* 成 正比 行星 运动 的 开 普 勒 第 三 定律 ,轨道 周期 了 和 半 轴 a 的 三 次 广 


a 成 正比 . 量子 力学 中 能 级 (能 量 本 征 值 )E, 和 量子 数 n 的 徊 次 方 n" 成 正比 ( 例 
如 对 氧 原子 ,a 二 一 2). 总 之 寡 函 数 用 标 度 变换 研究 有 时 会 很 方便 . 

在 经 济 学 中 ,考虑 收入 X 大 于 zx 的 人 数 N ,显然 z 愈 大 ,N 愈 小 ,这 是 著名 
的 帕 雷 托 (Pareto) 定 律 :NCX)>zccz-”. 类 似 地 ,在 语言 中 按 单词 出 现 的 频率 
/来 排序 , 则 频率 与 名 次 + 之 间 有 关系 / ccr ,这 称 为 齐 普 夫 (Zipf) 定 律 ， 它们 
都 是 适 也 数 关系 . 

宕 函数 不 但 在 标 度 变换 中 起 重要 的 作用 ,而 且 在 研究 长 程 相关 和 重 尾 分 布 
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中 起 关键 作用 . 为 了 比较 指数 函数 e 和 短 函 数 zx, 我 们 绘制 出 了 这 两 种 概 
率 密度 函数 随 工 的 变化 , 见 图 3. 6. 从 图 3.6 可 以 看 出 ,指数 函数 随 xz 的 增 大 衰 
减 得 很 快 ,而 寡 函 数 的 衰减 则 慢 得 多 . 如 果 纵 坐标 代表 概率 密度 分 布 函数 ,那么 
寡 函 数 在 工 很 大 时 仍 有 一 定 的 概率 ,这 说 明 极端 大 的 工事 件 ( 极 值 事件 ?或 大 涨 
落 在 多 尺度 现象 中 出 现 的 概率 虽 小 ,但 相对 于 正 态 分 布 而 言 仍 有 相当 大 的 概率 . 
这 种 寡 函 数 的 概率 分 布 称 为 重 尾 分 布 . 若 纵 坐 标 代 表 相 关 函 数 ,那么 客 函 数 误 
减 得 慢 , 在 z 很 大 时 仍 有 一 定 关联 ,这 称 为 长 程 相关 . 这 些 内 容 我 们 已 在 第 二 章 
讨论 过 ,以 后 还 将 给 予 论述 . 


图 3.6 指数 函数 e 三 和 宕 函数 x 


这 里 我 们 特别 提 一 下 对 数 正 态 分 布 . 知 工 是 对 数 随 机 变量 ,那么 Inz 就 符 
合 正 态 分 布 , 即 对 数 正 态 分 布 的 概率 密度 为 


1 (Cn)? 
e 202 9 (3: 49) 


力 (Z) 一 


fo 


TX V2no 


其 中 lnz 的 平均 值 为 


(lnx) = 1nzo, 


方差 为 


((lInzx)’)— (lnzx)’=0’. 
对 数 正 态 分 布 的 图 像 见 图 3.7. 从 图 3.7 看 出 ,在 过 数值 较 大 时 , 它 呈 现 出 寡 律 
分 布 , 见 图 3. 8. 
实际 上 ,将 (3. 49) 式 两 边 取 对 数 , 得 


(lnz— lnzo )” 
20° 


lInp(x)=—1ln V2ro 一 Inz 


=[ 一 由 In Varo ) + (1)Inaz, (3. 50) 


20° 20° 
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0.2 


0.15 


p(X) 


0.1 
0.05 
5 10 15 20 


图 3.7 对 数 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 (xo 王 ea 一 1) 


12 13 14 15 16 
Inx 


图 3.8 对 数 正 态 分 布 所 显示 的 宫 律 分 布 (xo 二 e,o 二 一 3. 873) 


(3. 50) 式 右 端 第 一 项 括号 为 常数 项 , 右 端 第 二 项 若 c 福 jnz 则 可 以 略 去 ,因此 该 
式 就 成 为 Inp 一 常数 十 (232 一 1)lnz. 因而 只 要 xz 和 o 足够 大 ,p 和 z 的 关系 就 


二 
是 寡 函 数 . 图 3. 9 中 列 出 了 不 同 c 的 对 数 正 态 分 布 以 及 与 寡 律 p(x) 王 x“ 分布 
的 比较 . 从 图 3. 9 看 出 ,只 要 工 足 够 大 ,对 数 正 态 分 布 很 接近 舌 律 分 布 . 


10" 


ee 对 数 正 态 分 布 0=1 
00 对 数 正 态 分 布 0=2 
** 对 数 正 态 分 布 0=4 
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10" 


图 3.9 带 有 不 同 的 e 的 对 数 正 态 分 布 和 寡 律 x 分 布 比较 
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$ 3.4 与 标 度 有 关 的 函数 方程 


标 度 变换 中 常见 的 一 个 函数 方程 是 
fAz)=X f(r), (3.51) 
如 (2.48),(3.3),(3.7),(3.8),(3.45),(3. 48) 式 等 , 它 是 函数 f(x) 和 f(X4z) 之 
间 的 关系 式 . (3. 51) 也 称 为 标 度 方程 . 
(3. 51) 式 只 有 一 个 自 变 量 , 有 时 还 会 遇 到 有 两 个 或 多 个 自 变量 的 函数 方 
程 ,如 


fr,Ay)=Af(zr,Yy), (3 52) 

fr,Ay)=A f(r,y), C8. 33 
例如 (3.25),(3. 31) 式 等 . 当 (3. 53) 式 中 a==B 二 1 时 , 则 为 

fraAy)=A f(r, Y). (3 SH4) 


方程 (3. 54) 称 为 欧 拉 函数 方程 . 
这 些 函 数 方程 的 解 对 研究 标 度 变换 的 不 变性 至 关 重 要 . 


我 们 令 一 上 ,代入 (3. 51) 的 左边 ,得 到 


f(x) 一 f(D 一 A( 常 数 )， 
那么 (3. 51) 式 就 为 
A= (二 ) 7(z)， (3. 55) 
所 以 
f(x)=Ax’ (3. 56) 
是 函数 方程 (3. 51) 式 的 解 . 
(3. 56) 式 是 一 个 寡 函 数 ,第 一 、 二 章 以 及 本 章 前 面 的 所 有 标 度 方程 的 解 也 都 
是 寡 函 数 , 这 正 是 (3. 56) 式 的 结果 . 
现在 求 函 数 方程 (3. 52) 的 解 . 在 (3. 52) 式 中 令 A4=x*, 那 么 (3. 52) 式 的 左 
边 就 是 


i > 
fr zr ty) Tf yy) -FP 半 | (3. 57) 


6 


其 中 下 ( 六) 是 当 的 任意 丽 数 ， 此 时 (3. 52) 式 就 变 成 


F=rx * Fy 
即 
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Fr) 一 二 FF 说 (3. 58) 
它 就 是 函数 方程 (3. 52) 的 解 . 
类 似 地 ,在 (3. 52) 式 中 令 1 一 y 二 ,并 令 FCzy- 辣 ,1) 一 C (地 )， 则 (3. 52) 式 
变 成 
jz 一 31G( 访 ) (3. 59) 


它 也 是 函数 方程 (3.52) 的 解 , 其 中 G( 党 ) 是 (党) 的 任意 丁 数 


在 函数 方程 (3. 53) 中 分 别 令 4 二 x 和 4 二 y 了, 可 求 得 函数 方程 (3. 53) 的 
解 分 别 为 


f(z,y)=z?F( 谱 ) (3. 60) 


f(z'y)=yfG( 学 ) (3. 61) 


其 中 下 ,G 是 其 自 变量 的 任意 函数 . 
人 A 一 般 描 


述 相 变 的 物理 量 主要 是 自由 能 f, 它 是 无 量 纲 临 界 温度 :一 二 上 二 站 和 无 量 纲 磁 场 
六 的 二 元 函数 , 即 
(7 (3. 62) 
我 们 对 t 和 hh 以 及 了 做 标 度 变换 
t>A?t, h—>Ah, 大人 三， (3. 63) 
那么 就 得 到 函数 方程 
fArt Ah)=A ftsh). (3. 64) 


(3. 64) 式 完全 和 函数 方程 (3. 52) 式 相同 . 自 旋 磁 化 强度 M 是 自由 能 f 对 4 的 


向 商 Moc (3 了) . 将 (3.64) 式 两 边 对 久 微 商 ,得 
OF CE A I DNB i 
oh = MOAR)A A Mh), 
由 此 可 推出 M 的 函数 方程 
MCA ,Ah)=A "M(t,h). (3. 65) 


在 (3. 65) 式 中 令 /一 0, 得 
MCA ,0)=XA "M(t,0), (3. 66) 
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在 (3. 65) 式 中 令 :一 0, 得 

M(0,X%h)=A "M(0,h). (3. 67) 
(3.66) 式 和 (3. 67) 式 就 分 别 相当 于 一 个 变量 上 和 h 的 函数 方程 (3. 51) 式 ,所 以 
(3. 66),(3. 67) 式 的 解 分 别 为 


M(1)oct 7 =18, (3. 68) 
M(h)och 7 =hi. (3. 69) 
(3. 68) 式 说 明 磁 化 强度 M 对 1 的 标 度 指数 为 
1 一 9 
人 (3， 70 ) 
有 p 
而 (3. 69) 式 说 明 磁 化 强度 M 对 有 的 标 度 指数 为 
9 
6 ee (3.71) 


磁化 率 X 是 M 对 久 的 微 商 Xo (2 ) ,那么 由 (3. 65) 导 得 磁化 率 X 的 函数 广 


oh 
程 为 


XA yh )A* =A' “X(t,h) 9 
即 


XA Ah)=A “XC,h). (3. 72) 
比 热 c 是 自由 能 /对 4 的 二 阶 微 商 ( 亿 并) , 故 由 (3. 64) 式 得 到 比 热 。 的 函数 方 


程 为 
cA?t Ah A =Ac(t,h) 


或 
cA A )=Al c(t,h). (C3, 73) 
在 (3.72) 式 中 令 = 二 0, 求 得 解 为 
Xoct rs =17, C9 TAY 
在 (3.73) 式 中 邻 h=0, 求 得 解 为 
wot =, (3. 75) 
这 样 就 得 到 磁化 率 X 和 比 热 c 的 标 度 指数 分 别 是 
26=1 
”一 二 一， (3. 76) 
p 
和 
25 一 1 
a (3.77) 
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由 (3.70),(3.71),(3.76) 和 (3.77) 式 ,可 以 推出 a,B,Y,6 之 间 有 如 下 关系 : 
a 十 2B 十 7Y = 二 2， 
7 = B86—1). 

关系 (3.78) 式 称 为 相 变 的 标 度 律 , 它 们 是 普 适 的 ,是 研究 相 变 的 重要 关系 . 


(3.78) 


$3.5 和 迭代 函数 方程 


从 2.4 我们 看 到 ,自我 复制 过 程 通常 是 一 个 迭代 过 程 , 它 一 般 可 用 迭代 函 
数 方 程 


Xnt+1 = f(z), 7=0,1,2,.: (3.79) 
表示 ,例如 方程 (2. 29) 中 ， 
f(z1)= 计 x 
和 
f (zs) 一 言 zr 十 忆 ， (3. 80) 


这 里 于 就 是 做 了 一 个 收缩 的 标 度 变换 , 它 将 长 度 为 1 的 区 间 [0,1j] 分 别 变换 


成 长 度 为 也 的 区 间 | 0, 读 ] 和 | 祁 ,1 | 


以 下 是 两 种 常见 的 迭代 函数 方程 : 

2 ,0<z,< 亡 ， 

Titi= f(x = (3.81) 

1 
2— ,万 二 mn 入 1 ， 
和 

ps ,0<z,< 却 ， 

Bi 二 (C3, 82) 


27,—1, 5<7,<l1. 


f(x) 的 图 像 分 别 见 图 3. 10 和 图 3. 11. (3. 81) 式 和 (3. 82) 式 分 别称 为 帐篷 变换 
和 锯齿 变换 . 
从 图 3.10 和 图 3.11 看 出 , (3.81), (3.82) 式 右 端的 因子 2 都 将 区 间 


[0, 去 ] 和 [去 ,1 ] 通 过 标 度 变换 伸 长 了 一 倍 , 变 成 [0,1] 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
] 


0.5 0.5 
图 3.10 帐篷 变换 图 3.11 锯齿 变换 


再 迁 代 一 次 会 有 什么 结果 呢 ? 此 时 就 要 将 左边 的 结果 再 代入 右边 , 即 
FC fC (3. 83) 
此 时 ,由 于 xz,) 的 区 间 已 是 [0,1], 若 再 通过 变换 加 倍 ,区 间 就 变 成 [0,2] ,这 已 
经 不 符合 (3. 81),(3. 82) 式 右边 只 能 处 在 [0,1j] 区 间 的 要 求 了 . 此 时 只 能 将 
(3. 83) 式 的 大 圆 括号 内 的 区 间 改 成 |0, 记 |,， [地 ;去 | | 记 ' 袜 | | 主 '1 1 首先 
将 (3. 81) 式 左边 得 到 的 2x, 代入 (3. 81) 式 右 端 的 第 一 .二 式 , 有 


2(2z,) 一 47，， Oo<zrs 芽 ， 
大 CCz) ) 一 1 | (3.84) 
2 = 5 STF 


然后 将 (3. 81) 式 左边 得 到 的 (2 一 2z,) 代 入 (3. 81) 式 右 端 的 第 一 、 二 式 , 得 到 


RY TSx,<1, 
下 一 (3. 85) 
2—2(2= 2 ji 一 4 世 一 上 


见 图 3.12. 从 图 3. 12 看 出 , 若 f(x,) 对 应 于 图 3. 10 的 正 斜 率 部 分 代表 大 儿子 、 
负 和 斜率 部 分 代表 小 儿子 ,那么 f(f(zx,)) 对 应 于 图 3. 12 的 第 一 三 两 段 正 斜率 这 
分 就 是 大 儿子 的 两 个 孩子 ,图 3. 12 的 第 二 、 四 两 段 负 斜率 部 分 就 是 小 儿子 的 两 
个 孩子 . 正如 我 们 在 § 2.7 中 所 述 , (3. 81) 或 (3. 82) 式 的 迭代 过 程 输出 不 仅仅 
只 取决 于 输入 ,还 要 看 左边 输出 的 结果 . 输出 x,; 1 是 处 在 第 一 式 还 是 第 二 式 的 
区 间 ,这 就 体现 了 记忆 性 . 从 一 个 帐篷 变换 出 两 个 帐篷 ,从 两 个 帐篷 再 变 出 四 个 


帐篷 ,底部 尺度 则 以 ( 亏 ) 缩小 


类 似 地 ,对 图 3.11 所 示 的 锯齿 变换 ,fCf(Cz,)) 的 图 像 见 图 3.13， 其 表达 
式 是 
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4x,， Oo<zr< 工 ， 
4zx,—1 » 二 <<z, 之 方 》 
f\f (71))=) (3. 86) 
4z 一 2， FSET 
3 
ee 47"S1 


1 
1 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
1 


0 1 六 
本 
图 3.12 帐篷 变换 f(f (x)) 图 像 图 3.13 锯齿 变换 f(f(x)) 图 像 
对 帐篷 变换 (3. 84) 式 有 
fF(f(LIY = LE (3. 87) 
而 对 (3. 85) 式 有 
F(z 大 2 一 4 入 (3. 88) 


(3. 87),(3. 88) 式 的 迭代 变换 ,反映 了 图 3. 10 和 图 3. 12 的 自 相 似 性 . (3. 84) 式 
说 明和 迭代 一 次 以 后 , 正 斜 率 的 部 分 的 斜率 比 f(x) 增加 一 倍 , 负 斜率 的 部 分 的 斜 
率 也 增加 一 倍 , 相 应 地 , 横 轴 上 的 区 间 减 小 一 半 . 对 于 (3.86) 式 也 有 类 似 的 
结果 . 


§ 3.6 和 迭代 变换 的 非 线 性 物理 


在 第 二 章 中 ,我 们 介绍 了 分 形 的 基本 物理 特征 之 一 一 一 自我 复制 ， 上 节 所 
谈 到 的 帐篷 变换 与 锯齿 变换 正好 说 明了 许多 物理 现象 的 共性 ， 

先 以 热 对 流 为 例 . 在 炎热 的 夏天 ,太阳 将 地 面 晒 得 很 热 , 造 成 空气 底层 的 温 
度 T+ 比 空气 高 层 的 温度 Ti 高 很 多 , 当 上 下 层 的 温度 差 AT 一 Tr 一 Tr 超过 一 
定数 值 ,浮力 就 使 空气 团 上 升 ,而 由 于 高 空 温度 比较 低 , 水 气 就 容易 饱和 而 形成 
水 滴 状 的 对 流 云 ， 但 另 一 方面 , 热 的 空气 上 升 后 与 高 空 的 冷气 相 混合 ,反而 降低 
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了 造成 上 升 运 动 的 温差 AT ,为 了 补充 下 层 空 气 上 升 的 空缺 ,上 层 冷 空气 就 要 下 
沉 , 造 成 上 下 空气 双向 对 流 . 这 正 是 非 线 性 的 效应 ,因为 若是 线性 的 话 , 上 升 的 
空气 就 一 直 向 上 升 ,不 会 回来 的 . 

帐篷 变换 (3. 81) 式 和 锯齿 变换 (3. 82) 式 虽然 是 分 段 线性 ,但 总 体 还 是 非 线 


性 的 变换 帐篷 变换 (3. 81) 式 右 端的 2+ 项 是 将 原 有 的 区 间 | 0, 亏 | 和 | 去 ,1 | 均 


匀 伸 长 两 倍 , 见 图 3. 14. 从 物理 上 讲 , 这 种 伸 长 就 是 要 改变 原 有 的 状态 ,如 热 对 
流 过 程 中 ,原来 空气 处 在 静止 状态 ,通过 伸 长 (离开 静止 状态 ) 而 变 成 对 流 状态 . 
帐篷 变换 (3. 81) 式 的 第 二 式 2 一 2z, 项 ,又 将 伸 长 的 间隔 折 竺 回来 ,不 让 状态 不 
断 伸 长 到 无 穷 , 见 图 3. 14(b) ,正如 热 对 流 问 题 中 又 产生 了 下 沉 运 动 . 物理 上 这 
是 非 线性 和 耗 散 因素 共同 作用 的 结果 . 


1 
Xt2 0 1 


| 


折 营 


图 3.14 帐篷 变换 及 其 伸 长 和 折 夫 


每 迭代 一 次 就 要 伸 长 和 折 秋 ,这 个 过 程 不 断 重复 ,就 会 产生 很 复杂 的 结构 、 
正 像 热 对 流 到 最 后 产生 积 雨 云 , 其 中 会 有 大 大 小 小 涡 旋 的 淇 流 结构 一 样 . 

对 于 锯齿 变换 (3. 82) 式 , 当 我 们 把 x 看 成 是 一 个 角 变 量 ,那么 + 从 0 到 1 相 
当 于 沿 圆周 转 一 圈 . (3. 82) 式 右 端的 2z 项 相当 于 圆周 长 伸 长 一 倍 ,但 仍然 保持 


角 变量 是 0 到 1, 见 图 3. 15, 但 是 (3. 82) 式 中 右 端 z 一 地 处 又 变换 成 1, 所 以 就 相 


当 于 扭转 成 一 个 8 字形 的 图 ,上 面 和 下 面 各 是 一 个 原来 长 度 的 圆 , 见 图 3. 15 
(c) ,最 后 8 字形 上 面 一 个 圆 折 生 下 来 成 两 个 重合 的 圆 . 这 样 原来 图 3. 14(a) 图 
下 方 的 黑 点 ,经 过 锯齿 变换 变 成 图 3. 15(d) 中 双 圆 下 方 的 黑 点 . 

每 迭代 一 次 要 经 过 伸 长 .扭转 和 折 乔 . 如 热 对 流 中 ,迭代 一 次 就 产生 一 个 涡 
旋 , 多 项 迭代 重复 ,就 在 积 雨 云 中 产生 大 大 小 小 不 同 的 涡 旋 . 

下 面 再 介绍 几 个 二 维 近 代 变换 . 


83.6 迭代 变换 的 非 线 性 物理 


3.15 锯齿 变换 的 伸 长 .扭转 和 折 码 


(1) 折 释 面包 师 变换 . 该 变换 为 
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(3. 89) 


(3. 90) 


可 以 看 出 ,(3. 89) 和 (3. 90) 的 第 一 式 和 (3. 81) 式 完全 相同 . (3. 89) 第 一 式 说 明 ， 
z 处 在 区 间 [0, 去 ] 时 伸 长 到 区 间 [0,1], 见 图 3. 16(a) 虚 重 线 的 左边 ,而 (3. 90) 


第 一 式 说 明 ,z 在 区 间 [去 ,1 | 时 ,车 在 ,一 豆 ,zot! 变 为 1, 车 xz, 一 1,xon1 变 为 


零 . 这 就 意味 着 图 3. 16(a) 虚 垂 线 右边 的 部 分 要 倒 过 来 再 翻 上 去 ( 即 折 释 ). 为 
此 我 们 在 图 中 画 上 了 箭头 , 虚 垂 线 左边 的 在 下 方 , 虚 垂 线 右 边 的 在 上 方 . 
从 物理 上 讲 , 若 图 中 箭头 代表 物质 流动 的 方向 ,单位 时 间 流 过 去 的 物质 量 是 
通 量 . 图 3. 16(a) 正 说 明 由 流动 引起 的 通 量 迭 代 一 次 就 相 消 了 . 
(2) 堆积 面包 师 标 度 变换 它 的 表达 式 是 


(3. 91) 
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区 +41 二 2X 一 小 3 
| 1 y F<r<l, 0<y,<1. (3. 92) 


(3.91),(3.92) 式 的 工 方向 变换 和 锯齿 变换 (3. 92) 式 相同 . 标 度 变 换 的 第 一 步 
仍然 是 伸 长 ,和 折 释 面包 师 变 换 图 3. 16(a) 完 全 相同 ( 见 图 3.16(b)), 但 是 y 方 


向 分 别 变换 成 | 0, 去 | 和 | 亏 ,1 |. 这 样 ,图 3. 16(b) 的 虚 垂 线 右边 的 那 一 段 就 相 


当 于 堆积 到 虚 垂 线 的 上 方向 (请 注意 箭头 的 方向 ,上 半 块 箭头 和 下 半 块 箭头 相 
同 ), 因 此 堆积 面包 师 变换 ,和 迭代 一 次 物理 量 的 通 量 就 加 倍 了 . 


ee 
(a) 
人 
[| 
一 
(b) 


图 3.16 折 释 面包 师 变换 和 堆积 的 面包 师 变换 
(a) 折 释 映射 ;(b) 堆积 映射 


(3) 物理 上 除了 伸 长 、 折 有 至 、 扭 转 的 因子 以 外 ,还 有 剪 切 (shear) 因 子 . 下 面 
是 包含 伸 长 .折合 和 剪 切 三 个 因子 的 三 维 迭 代 变 换 . 
Yn Vn 
有 1 | 
(Bn 9 Ynt1 9 之 zi 十 1 小 = 0<z, 生 也 ， 7 <1l . 
Yn .yn 
(2 学, 党 外， 
《3.93) 


其 中 /Cy) 一 y 一 亏 . 

从 (3.93) 式 看 出 ,(x,y) 方 向 就 是 折 秋 面包 师 变 换 ,x 方向 发 生前 切 . 这 种 
伸 长 , 折 秋 和 剪 切 的 过 程 见 图 3. 17. 

从 以 上 几 个 非 线 性 标 度 迭代 变换 看 出 ,系统 状态 演化 的 主要 因子 或 几何 实 
质 是 伸 长 . 折 秋 .扭转 和 前 切 ,这 是 非 线 性 标 度 变换 的 特征 . 而 传统 的 线性 动力 
学 ,从 几何 上 看 是 不 动 或 是 忽 圈 子 . 因此 非 线性 变换 可 以 得 到 丰富 多 彩 的 形态 . 
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久 . 一 
iy 


图 3.17 伸 长 .折合 和 剪 切 的 标 度 变换 


$ 3.7 ”尺度 的 “伽利略 变换 "和 "“ 洛 伦 兹 变换 ” 


从 前 面 我 们 知道 ,分 形 客体 的 长 度 是 随 尺 子 的 长 度 变化 而 变化 的 ,但 是 分 数 

维 吃 不 变 , 由 (2.6) 式 ,分 形 曲线 的 长 度 L 为 
L=Lr? (d=1), (3. 94) 
其 中 工 , 是 分 数 维 D=1 时 的 直线 的 长 度 . 在 (2. 6) 式 中 我 们 取 Lo 二 1. 

.这 种 分 形 特征 使 我 们 想起 爱 因 斯 坦 的 “运动 相对 性 ”( 狭 义 相 对 性 ) ,时 间 间 
隔 和 物体 长 度 都 是 随 参 考 系 的 速度 变化 而 变化 的 . 分 形 长 度 随 尺子 的 变化 而 变 
化 ,这 说 明 存 在 着 “尺度 相对 性 ”. 

下 面 我 们 看 “运动 相对 性 ”和 “尺度 相对 性 ”是 如 何 联系 的 . 我 们 将 (3. 94) 式 
两 边 取 对 数 , 得 到 


nL(tr)=Inbot (1—D)lnr:; (3. 95) 
对 (3. 95) 式 两 边 微 商 ,有 
dl asdr 
Kl Dy (3. 96) 
或 
“| a 
了 (1= DYL. (3. 97) 
(3. 97) 式 称 为 尺度 微分 方程 . 在 第 四 章 重 正 化 群 变换 中 有 许多 和 (3. 97) 式 类 似 
的 方程 . 
现在 我 们 对 (3. 95) 式 做 尺度 变换 
Ee (3. 98) 


得 到 
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lInL(r)=1lnL,+ (1—D)lnr. (3.99) 
将 (3. 99) 式 减 去 (3. 95) 式 ,得 到 
InL(r) 王 InL(r) 十 (1 一 D)ln (3. 100) 


在 (3. 100) 式 中 ,如 果 我 们 设 
lnLCr 一 二 ， 


lInL(r)=zx， 
1—DBS=—&, (3.101) 
ln 二 v, 


那么 (3. 100) 式 的 尺度 变换 就 可 以 写成 
Xx =x—vt, 
大 (Cr )=i(r). (8. 102) 
(3. 102) 式 就 是 “伽利略 变换 ”. 
(3. 101) 式 说 明 ,在 “尺度 相对 性 ?中 分 形 客体 的 长 度 的 对 数 相 当 于 "运动 相 
对 性 ”中 的 空间 坐标 , 它 随 尺子 变化 而 变化 ,而 “尺度 相对 性 ”中 的 尺子 变换 的 对 
数 相 当 于 “运动 相对 性 ”的 两 个 坐标 系 的 相对 速度 . 


若 连 续 做 尺度 变换 
r—>r > , (3. I08) 
由 于 
x pz 六 本 有 网 a 下 r‘ 
rr reo yr ln 
故 
ln 二 一 ln 上 瑟 站 ln 二， (3. 105) 
其 rr r 
按照 (3. 101) 式 的 符号 ,就 有 
Ww 三 十 vw. (3 106) 


(3. 106) 式 的 相对 性 原理 是 和 牛顿 的 绝对 时 空 观 相 联系 的 . 

具体 一 点 ,空间 平移 对 称 性 (或 不 变性 ) 导 致 动量 守恒 定律 ,时 间 平 移 对 称 性 
导致 能 量 守恒 定律 ,量子 力学 中 整体 相 相 移 的 对 称 性 就 导致 电荷 守恒 定律 . 但 
是 在 实际 的 自然 界 中 ,分 形 客体 的 长 度 随 尺度 变化 而 变化 ,总 存在 一 个 尺度 上 
限 , 当 尺度 -大 于 这 个 上 限时 ,这 种 分 形 客体 的 标 度 律 或 尺度 依赖 关系 就 不 成 
了 

如 将 “伽利略 变换 ”(3. 106) 式 变 成 * 洛 伦 效 变换 ” 
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W= (3. 107) 
lt 
其 中 < 就 相当 于 客观 存在 的 尺度 无 量 纲 最 大 值 . 我 们 设 
GE 一 五 其 (3. 108) 
将 (3. 104) 和 (3. 108) 式 代入 (3. 107) 式 ,得 到 


_ lnat lng 
lny ] inalnf (3. 109) 
1]n2 K 
将 (3. 109) 式 中 的 对 数 换 成 以 K 为 底 的 对 数 , 得 


logka。 logxp 
Ee logx8- (3 116) 


(3. 109) 式 就 是 “尺度 相对 性 ”中 的 “ 洛 伦 兹 变换 ”. 
将 “尺度 相对 性 ”的 “伽利略 变换 ”(3. 104) 和 “ 洛 伦 兹 变换 ”(3.109) 比 较 , 可 
看 出 在 “伽利略 变换 ”中 ,尺度 不 收缩 , 即 


logkw = 


p=ap. 
而 由 “ 洛 伦 兹 变换 ”(3. 109) ,得 到 
owen co | (3. 111) 
或 
a (3. 112) 


(3. 111) 式 说 明 , 经 过 连续 的 尺度 变换 后 ,和 “运动 相对 性 ”类 似 , 长 度 缩短 了 ,时 
间 膨 胀 了 . 


$3.8 复杂 结构 的 涌现 


前 面 我 们 看 出 , 标 度 变换 不 但 可 以 求 出 标 度 指数 ,还 可 以 验证 演化 方程 的 标 
度 不 变性 . 具有 尺度 变换 的 迭代 函数 系统 可 以 产生 分 形 层次 结构 ,如 8 2.5 的 
分 形 树 , 8$ 3. 6 的 伸 长 . 折 和 大 .扭转 而 形成 的 复杂 结构 等 ， 

下 面 举 一 个 带 有 伸 长 . 折 春 的 二 维 非 线性 迭代 函数 系统 的 例子 ,其 迭代 关系 为 


2 
Bt = 0 95y, — 0 Bw 十 下 
(8, 13 
3. 6 1 
ynrH 一 人 人 An 0. 8Tnt1 下 1 二 


我 们 给 出 一 个 初 值 Czu,yo),(3.113) 式 可 以 在 (z,y) 平 面 上 产生 一 系列 的 点 对 
(zx,,y,) ;经 过 多 次 迭代 会 涌现 出 一 个 翅膀 状 的 结构 , 见 图 3. 18. 
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如 果 将 二 维系 统 (3. 113) 式 扩展 至 三 维 , 即 
3. 6z,’ 
ht = 0 5 一 0. 十 了 2 一 6， 
3. 6 11 
ya =— x — 0. Bz + TT (3. 114) 


Zt1 = 0. 23y, 十 0.21z,’， 
则 可 产生 一 个 三 维 翅膀 状 的 结构 , 见 图 3. 19. 
这 两 个 迭代 函数 系统 说 明 , 通 过 简单 的 自我 复制 或 迭代 过 程 ,经 过 多 次 伸 
长 . 折 生 ,扭转 ,在 整体 上 可 以 涌现 出 美丽 复杂 的 结构 . 


图 3.18 映射 (3. 113) 式 产生 的 斑 图 图 3.19 映射 (3. 114) 式 产生 的 斑 图 


小 结 


标 ( 尺 ) 度 变换 反映 出 ,物理 学 中 的 伸 长 . 折 革 和 扭转 等 过 程 可 以 形成 复杂 的 
结构 . 这 种 标 度 变换 也 可 以 反映 出 物理 学 和 生物 学 中 的 某 些 自我 复制 过 程 . 

标 度 变换 在 物理 学 中 有 很 多 用 途 ,不 但 可 以 导出 许多 有 用 的 关系 ,如 相 变 中 
的 标 度 律 等 ,而 且 可 以 导出 数学 物理 演化 方程 中 的 标 度 律 . 

标 度 变换 后 ,分 形 客体 的 长 度 随 着 标 度 变换 而 变化 ,这 是 “尺度 的 相对 性 ” 
在 自然 界 中 普遍 存在 着 尺度 的 上 限 , 此 时 分 形 窜 体 的 长 度 和 尺度 的 依赖 关系 不 
再 成 立 . 

在 自然 界 中 还 存在 最 大 的 尺度 比值 c, 它 相当 于 “运动 相对 性 "的 光速 ,这 时 
“ 玉 度 相对 性 ”的 “伽利略 变换 ”就 变 成 “尺度 相对 性 "的 " 洛 伦 兹 变换 ”. 
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多 尺度 系统 在 相 变 的 临界 点 处 各 种 尺度 大 大 小 小 的 涨 落 都 有 ,我 们 自然 要 
问 ,为 什么 很 小 尺度 的 涨 落 会 导致 在 大 尺度 上 可 被 观察 到 的 相 变 现象 或 逾 渗 现 
象 呢 ? 正 像 多 米 诺 效 应 或 滚雪球 效应 一 样 ,初始 的 局 部 扰动 会 长 时 间 产 生 各 种 
尺度 相互 作用 的 协作 效应 . 为 了 看 清楚 这 种 相互 作用 的 协作 效应 ,关键 的 一 步 
是 减少 自由 度 ,即将 好 几 个 小 涨 落 集团 组 成 一 个 较 大 集团 . 正 像 图 1. 2(a) 说 明 
的 ,集团 之 间 的 距离 大 了 和、 倍 ,那么 关联 长 度 ( 或 逾 渗 的 平均 尺度 ) 就 减 小 了 》 


省, 即 由 s 变 成 并 ,这 种 变换 就 是 重 正 化 群 变换 . 由 于 在 临界 点 处 关联 长 度 & 变 


成 无 穷 大 ,因而 这 种 变换 并 不 会 改变 系统 的 性 质 . 重 正 化 群 变换 是 物理 学 中 的 
尺度 变换 . 


3 4.1 重 正 化 群 变换 的 实质 


临界 现象 的 基本 特点 是 在 临界 点 处 所 有 长 度 尺度 同时 出 现 , 使 物理 量 ( 如 相 
长 度 、 比 热 等 ) 出 现 奇异 状态 . 它 使 得 标准 的 微 扰 论 方法 不 再 适用 . 

图 4. 1(a) ,4. 2(a) ,4. 3(a)( 都 引 自 再 . Nishimor(2011)) 是 二 维 铁 磁 相 变 伊 
六 模型 的 蒙特 卡 洛 方法 的 模拟 结果 ,它们 分 别 是 T=<T.,T==T. 和 了 >>T. 的 情 
况 . 图 中 黑色 区 域 代表 自 旋 向 上 ,白色 区 域 代表 自 旋 向 下 . 


图 4.1 T=0.95T. 时 伊 辛 模型 的 模拟 及 重 正 化 群 
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图 4.3 T=1.0ST. 时 伊 辛 模型 的 模拟 及 重 正 化 群 


从 图 4.1(a) 看 出 , 当 温 度 接近 于 临界 温度 T. 时 ,在 整个 486 X486 的 方形 
区 域 中 ,向 上 的 自 旋 占 绝对 优势 ,黑色 从 方形 一 边 连 到 另 一 对 边 ,形成 较为 磁化 
有 序 的 状态 ,而 向 下 的 自 旋 ( 白 色 ) 仅 仅 是 孤立 的 状态 . 重 正 化 群 变换 是 将 3X3 
个 集团 按照 "少数 服从 多 数 "的 规则 归并 成 一 个 集团 , 见 图 4.4. 这样 逐 步 归并 


加 | | 辆 
| 局 | 
| 国 | 一 置 


图 4.4 集团 归并 的 原则 
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成 “ 自 旋 集团 ?的 结果 ( 见 图 4. 1(b),(c),(d)) 是 图 中 的 黑色 愈 来 愈 占 优势 ,以 至 
图 4. 1(d) 几乎 全 是 黑色 的 . 这 种 尺度 加 大 的 “ 粗 粒 化 ”的 结果 ,就 是 连续 消除 小 
尺度 的 涨 落 ( 白 色 ) ,这样 注意 力 就 集中 在 接近 临界 点 处 的 大 尺度 宏观 系统 的 基 
本 特点 . 因此 , 重 正 化 群 的 实质 是 通过 重新 标 度 形成 自 旋 集团 ,逐步 消去 小 尺度 
的 涨 落 ,并 不 改变 整个 的 自 旋 配 置 . 

但 是 当 温 度 到 达 临 界 温度 T., 即 T= 二 T. 的 图 4. 2(a) 的 情况 时 , 自 旋 向 上 的 
黑 块 只 比 自 旋 向 下 的 白 块 稍稍 占 优势 (或 相反 ), 而 重新 标 度 成 “ 自 旋 集 团 ” 的 图 
4.2(b),(c) 和 (d) 也 没有 看 见 T<T. 的 那 种 充满 黑色 (或 白色 ) 状 态 . 这 是 因为 
在 临界 点 上 存在 从 微观 尺度 到 宏观 尺度 的 所 有 尺度 上 的 涨 落 , 不 可 能 通过 重新 
标 度 而 消除 小 尺度 的 涨 落 . 由 于 考虑 所 有 尺度 的 影响 ,所 以 在 临界 点 上 重新 标 
度 后 ,关联 长 度 仍 是 无 穷 大 . 

当 温 度 超过 临界 温度 , 即 TT 二 T. 时 ,经 过 少数 几 次 重 正 化 群 变换 以 后 ,系统 
完全 是 一 个 随机 的 状态 , 见 图 4. 3(b),(c),(d). 这 是 高 温 时 热 涨 落 的 结果 . 此 时 
关联 长 度 只 有 数 毫 米 到 lcm 左右 . 因此 , 重 正 化 群 变换 的 实质 是 经 过 粗 粒 化 以 
后 , 找 出 参数 (如 耦合 常数 ) 在 重 正 化 群 变换 前 后 之 间 的 关系 . 这 种 关系 称 为 重 正 
化 群 方程 . 与 关联 长 度 为 无 穷 大 相应 的 重 正 化 群 方程 的 不 动 点 就 是 临界 点 , 它 
表示 经 过 重 正 化 群 变换 前 后 的 状态 不 变量 . 而 与 关联 长 度 为 零 相 应 的 不 动 点 ， 
则 是 平凡 的 不 动 点 ,它们 表示 比 临界 点 温度 高 或 低 的 情况 . 
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我 们 在 一 条 线 的 很 多 格 点 上 放置 导电 的 黑 球 和 不 导电 的 白 球 ,为 了 人 研究 导 
电 的 临界 概率 p. ,我 们 将 两 个 格 点 归并 成 一 个 小 “集团 ”, 见 图 4. 5. 这 样 小 “ 集 
团 ” 之 间 的 距离 就 是 原来 格 点 之 间距 离 的 4 二 2 倍 . 这 里 归并 的 原则 是 ,只 要 格 
点 上 有 一 个 白 球 ,归并 以 后 的 小 “集团 ”就 是 白 球 , 这 是 很 显然 的 ,因为 “集团 "中 
有 一 个 白 球 就 不 能 导电 ,这 是 “一 票 否决 ”的 归并 原则 ,类似 地 ,两 个 小 “集团 ”又 
可 以 组 成 较 大 “集团 ”, 见 图 4.5. 


CHDICEDICEOICEDICEOICEDICHEDACEE>, 
@ © 


oO 


图 4.5 一 维 逾 渗 集团 的 归并 
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要 使 整个 小 “集团 ” 导 通 ,小 “集团 ”中 的 每 个 格 点 必须 导 通 ( 即 黑 球 ) ,因此 小 
“集团 ”中 黑 球 占据 的 概率 p' 是 小 “集团 ”中 每 个 格 点 占据 概率 p 的 乘积 , 即 
p=R(p)=p*,， X=2. (4.1) 
这 是 占据 概率 的 重 正 化 群 变换 . 这 里 我 们 忽略 了 格 点 的 细节 , 即 忽略 了 格 点 上 
哪个 位 置 是 白 球 ,哪个 位 置 是 黑 球 ,但 是 格 点 之 间 的 相互 关系 和 小 “集团 ”之 间 的 
相互 关系 并 没有 改变 . 
重 正 化 群 变换 (4. 1) 在 取 ) 王 2 时 有 两 个 不 动 点 , 它 是 曲线 p' 一 R(p) 和 直线 
p' 二 2 的 交点 ,即使 方程 (4.1) 左 边 等 于 右边 的 .由 (4.1) 式 求 得 有 两 个 不 
动 点 : 
=0 
和 
p=1. (4. 2) 
对 不 动 点 p 二 0 ,(4. 1) 式 右 端 函数 R(p) 的 导数 R'(p) 二 2p 二 0 二 1, 所 以 它 是 稳 
定 的 不 动 点 . 它 表示 只 要 初始 的 导 通 概率 po 二 1, 那 么 它 就 不 会 导 通 , 也 就 是 说 
经 过 (4. 1) 式 迭代 它 终于 会 收敛 到 p= 二 0. 在 图 4.6 中 ,箭头 表示 由 初始 po 迭代 
的 过 程 ,p= 二 0 相当 于 全 是 白 球 . 另外 一 个 不 动 点 p 二 1, 由 于 R'(p) 二 2p 二 2 六 1， 
所 以 它 是 不 稳定 的 不 动 点 . 该 不 动 点 就 是 临界 点 即 p= 二 p= 二 1, 相 当 于 黑 球 完全 
占领 格 点 . 正如 第 一 章 看 到 的 , 当 占 据 概 率 达 到 临界 点 p. 时 ,各 点 被 黑 球 占据 
概率 的 平均 尺度 上 变 成 无 穷 大 ,这 时 不 管用 什么 尺子 去 量 , 相 干 长 度 都 是 无 穷 
大 . 重 正 化 群 变换 以 后 ,不 但 求 出 了 临界 点 p. 二 1, 而 且说 明 它 并 未 改变 一 维 逾 
渗 的 本 质 . 


mr mr n Ua 
ps» Po Pb PPh, 


图 4.6 导 通 概率 的 重 正 化 群 变换 


若 小 “集团 ”的 尺度 放大 XGA 王 2) 倍 ,那么 小 “集团 "的 关联 长 度 就 缩短 至 
1/A, 即 
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sp) = (4. 3) 


(4. 3) 式 是 关联 长 度 的 尺度 变换 . 这 是 因为 在 最 初 16 个 格 点 上 ,5 个 黑 球 在 一 起 
的 数目 有 1 个 ,4 个 黑 球 在 一 起 的 数目 有 1 个 ,2 个 黑 球 在 一 起 的 数目 有 1 个 ,所 
以 黑 球 的 平均 尺寸 是 


< 一 一 全 4. 


而 归并 成 一 个 小 “集团 "后 ,两 个 黑 球 在 一 起 的 数目 有 一 个 ,一 个 黑 球 在 一 起 的 数 
目 有 两 个 ,我 们 用 黑 球 的 数目 加 权 , 求 得 黑 球 的 加 权 平 均 尺 寸 为 
i bh a 


一 
3 
小 “集团 ” 变 成 大 “集团 ”, 一 个 黑 球 在 一 起 的 只 有 一 个 ,所 以 平均 尺寸 为 
二 
和 < 一 丁 二 | 


由 图 4.6 看 出 ,由 于 重 正 化 使 “集团 ”的 尺寸 放大 了 二 售 , 因 而 关联 长 度 & 就 缩 
短 了 了 ， 

图 4.7 显示 的 是 相干 长 度 & 随 着 占据 概率 p 的 变化 图 ， 从 变换 (4. 3) 式 看 
出 , 它 的 不 动 点 有 两 个 ,分 别 是 


和 
(4. 4) 


图 4.7 关联 长 度 & 随 着 占据 概率 p 的 变化 


不 动 点 ==0 是 与 重 正 化 群 变换 (4. 1) 式 稳定 的 不 动 点 p= 二 0 配合 的 ,而 不 动 点 
c 一 天 是 与 不 稳定 不 动 点 p 二 p. 二 1( 即 临界 点 ) 配 合 的 . 图 4.7 中 p. 二 1 的 垂直 


72 第 四 章 ” 重 正 化 群 变换 


虚线 表示 临界 点 位 置 ,因此 图 4.7 中 的 重 正 化 群 过 程 是 从 相干 长 度 为 无 穷 大 (在 
Pp: 点 ) 开 始 , 随 着 相干 长 度 的 减 小 ,逐步 流向 稳定 的 不 动 点 p= 二 0 所 对 应 的 和 0 
的 , 见 图 4.7 的 上 方 . 
因为 关联 长 度 &(p) 在 临界 点 趋向 于 无 穷 大 , 即 
£(p)=c|p—p.|™, (4. 5) 
其 中 c 是 常数 ,所 以 按 (4. 3) 式 ， 
Hp) 1 引起 一 大 | 


(4. 6) 
6 了 一 
但 是 由 (4.1) 式 ,将 R(p) 在 p= 二 p. 处 做 泰勒 展开 ,得 到 
. oR 
一 RD ) 十 空 | (pp.) 
p pIt a 荔 一 记 
x 
=p. 十 守 | (pp.) 
Ts p—p 
或 
p —p HR 
| (4.7) 
p—p. pls. 
将 (4.7) 式 代入 (4.6) 式 ,得 到 
1_/aR| \- 
-te , ; (4. 8) 
由 (4. 8) 式 , 求 得 临界 指数 
nn 
”BR (4. 9) 
op | ， 
若 取 
二 oR -一 A 一 1 一 == 一 一 
I op|, = | 和 二 2 二 二 2 二 和 
则 有 
_ln2 
”和 1 
即 (4. 5) 式 是 
é(p)=c|p—p.| 一 


由 (4. 5) 式 ,得 标 度 方程 为 
é[AC(p—p.) J]=A ‘EC(p—p.). 
将 In§ 对 pp 一 p. 微 商 , 得 


<- —ydln|p—p. | 


$ 4.3 二 维 重 正 化 群 变换 逾 渗 模 型 73 


dé 本 
dln(p— 2p.) 


(4. 10) 式 是 和 尺度 微分 方程 (3. 97) 相 同 的 方程 . 

由 一 维 逾 渗 重 正 化 群 变换 我 们 看 出 ,由 于 在 临界 点 如 上 ,关联 长 度 & 是 无 
穷 大 ,因而 虽然 在 重 正 化 群 变换 后 尺度 加 大 了 ,没有 考虑 小 尺度 上 的 细致 情况 ， 
但 是 相 变 点 如 上 的 性 质 并 不 改变 . 

重 正 化 群 变换 最 重要 的 是 找 出 这 种 变换 的 不 动 点 . 相 变 点 一 定 是 不 稳定 的 
不 动 点 ,在 逾 渗 中 它 相 当 于 临界 的 占据 概率 . 在 临界 点 处 存在 自 相 似 结构 . 


—vé. (4. 10) 
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在 一 维 傅 渗 的 重 正 化 模型 中 ,我 们 将 格 点 归并 成 小 “集团 ”的 原则 是 一 票 否 
决 制 , 即 格子 点 中 只 要 有 一 个 是 白 球 就 不 能 导 通 . 对 二 维 逾 渗 来 讲 , 以 图 4. 8 为 
例 , 它 共有 16X16 二 256 个 格 点 . 若 将 4 个 格 点 归并 成 一 个 小 “集团 ”, 它 有 16 
种 可 能 的 配置 , 见 图 4. 9. 


图 4.8 由 16X16 王 256 个 格 点 组 成 的 请 渗 集团 


= | | Be 
[sl PP. sil 


Pit4p(1-p)+2p\(1-p) 
图 4.9 四 个 格 点 合并 成 一 个 小 “集团 "的 16 种 配置 


若 归 并 规则 是 一 票 否 决 ,那么 图 4.9 的 16 种 配置 中 仅 有 1 种 即 4 个 全 是 黑 
球 的 格 点 才能 导 通 , 这 就 太 苛 刻 了 . 若 考虑 和 逾 渗 是 在 垂直 方向 从 上 向 下 的 , 屠 
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么 前 7 种 配置 中 (用 大 括号 标记 的 ) 有 1 个 或 2 个 白 球 仍然 是 可 以 导 通 的 . 16 种 
中 只 有 后 面 9 种 是 不 导 通 的 . 所 以 这 里 归并 的 原则 基本 上 属于 "少数 服从 多 
数 ”, 说 “基本 ”是 由 于 若 4 个 格 点 上 有 2 个 白 球 ,2 个 黑 球 , 仅 当 2 个 黑 球 属 于 相 
连 的 垂直 方向 时 , 才 是 导 通 的 . 
设 格 点 占据 黑 球 的 概率 是 p ,那么 格 点 不 占据 黑 球 的 概率 就 是 1 一 p. 在 图 
4.9 前 7 种 配置 中 ,有 1 个 是 4 个 格 点 都 充满 黑 球 ,因此 它 占 据 的 概率 为 1 pp:， 
有 4 个 是 3 个 格 点 被 黑 球 占据 , 它 占据 的 概率 为 4p* (1 一 p). 还 有 2 个 是 2 个 格 
点 被 黑 球 占据 , 它 占据 的 概率 是 2p* (1 一 p)*. 把 这 7 种 概率 相 加 就 是 小 “集团 ” 
占据 的 概率 
RBS= lp (l= py. 
(4. 11) 
这 样 ,图 4.8 的 256 个 格 点 ,经 过 4 二 2 的 重 正 
化 就 变 成 8X8 王 64 个 小 “集团 ”, 见 图 4. 10. 这 
种 重 正 化 的 过 程 , 每 四 个 格 点 的 小 方块 的 自由 
度 从 2X2 减少 到 1, 且 微观 状态 数 由 2*** 二 16 
减少 到 2 二 2, 因 此 256 个 格 点 的 自由 度 减少 到 
256/4 王 64 个 ,微观 状态 数 则 由 2 减少 到 2%， 
自由 度 和 微观 状态 数 虽 然 减 少 了 ,但 是 和 一 
维 时 一 样 , 临 界 状态 相干 长 度 是 无 穷 大 这 一 特征 
图 44.10 256 个 格 点 集团 重 。 并 不 改变 ,因此 占据 概率 的 重 正 化 群 变换 为 
正 化 成 64 个 小 集团 " p=R(p)=p: +4p (1—p)+2p’ (1— py): 
=2p’—p'. C4 12 
在 (p,R(p)) 图 上 ,R(p) 二 p 的 直线 (虚线 ) 和 RC(p)= 二 2p? 一 p*' 的 曲线 ( 实 线 ) 的 交点 
就 是 重 正 化 群 变换 (4. 12) 的 不 动 点 , 令 (4. 12) 式 左边 等 于 右边 也 可 求 得 , 即 


p=2p:—p",， 
或 写成 
plp—1)(p 二 pm—1)=0. (4. 13) 
因此 ,不 动 点 有 三 个 ,分 别 是 
Sd 十 - 后 
p=0, p=1, p= V5 (4.14) 
见 图 4. 11. 
Pp 二 0 和 pp=1 这 两 个 不 动 点 是 稳定 的 不 动 点 ,它们 都 有 | 证 二 1, 其 中 p= 


0 表示 完全 被 白 球 占 领 ,p 二 1 表示 完全 被 黑 球 占 领 . 它们 都 相应 于 关联 长 度 恋 


换 (4. 3) 的 不 动 点 和 0, 因 而 是 平凡 的 不 动 点 .不 动 点 pp 二 -有 0. 618 是 


只 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 


(b) 玉米 
p'=0 0.618 1 


图 4.11 重 正 化 群 变换 (4. 12) 式 的 不 动 点 (a) 及 其 相应 的 流 (b) 


不 稳定 的 不 动 点 ,此 时 a ] 二 4p 一 4p’ 之 1.528 汪 1, 就 是 二 维 逾 渗 的 临界 概率 


p.， 对 应 相干 长 度 变换 (4. 3) 的 另 一 个 非 平 凡 的 不 动 点 6 二 %%. 
图 4. 12 显示 的 是 相干 长 度 & 随 着 重 正 化 和 占据 概率 的 变化 ， 从 图 4. 12 看 
出 , 重 正 化 后 相干 长 度 不 断 减 小 ,从 8 二 处 分 两 边 流向 8 二 0, 即 从 临界 加. 分 两 
边 流向 p= 二 0( 初 始 p 二 p.) 和 p 二 1( 初 始 p 二 Pp.). 
(a) : 


¢(p) 


4.12 ”二 维 逾 渗 重 正 化 后 的 相干 长 度 5 随 占据 
概率 p 的 变化 (a) 以 及 相应 的 流 (b) 
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和 一 维 时 类 似 ,由 (4.9) 式 可 求 得 相干 长 度 的 临界 指数 


i In ]n2 ]n2 
BR In[4Cp—p)|, -=HE] ln(5—1)? 
Bp [x 
ln2 
这 二 (4. 15) 
21la(/5—1) 


利用 重 正 化 群 变换 又 一 次 求 出 了 临界 指数 . 
图 4. 13 是 9 个 方 格 点 归并 成 一 个 小 “集团 ”的 重 正 化 图 ,小 “集团 "之 间 的 尺 
度 是 格 点 之 间 的 尺度 的 4 二 3 倍 , 归 并 的 规则 用 "少数 服从 多 数 ” 可 以 证 明 , 重 
正 化 群 变 换 为 
p =R(p)=3p’ 二 3p:—2p’—15p’ 二 18p’'—7p:+p’. (4. 16) 
利用 (4. 16) 式 , 求 得 的 临界 概率 p. 守 0. 609. 


(a) p 
+ 
ba 
a 

(b) RUD) 
ba 
yh 

(0) 二 


图 4.13 9 个 方 格 点 归并 成 一 个 小 “集团” 


类 似 地 ,对 于 六 角形 格子 ( 见 图 4. 14) ,我 们 将 3 个 小 格子 归并 成 一 个 小 * 集 
团 ”, 即 尺度 是 原来 的 4=V3 倍 , 此 时 3 个 六 角形 的 配置 可 以 有 8 种 . 见 图 4. 15. 
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图 4.14 二 维 六 角形 格子 的 重 正 化 群 变换 


Th TPR Tes 


pi+3p’(1—p) 
4.15 3 个 六 角形 黑 球 占据 的 8 种 可 能 配置 


图 4.15 的 前 4 种 配置 都 是 可 以 导 通 的 ,其 中 第 一 种 3 个 六 角形 全 占据 ,后 
3 种 2 个 六 角形 占据 ,1 个 六 角形 未 占据 ,所 以 重 正 化 群 变 换 为 
p=R(p)=p’ +3p’ (1 一 站) 一 3 太一 22. (4. 17) 
由 (4. 17) 式 左右 两 边 相 等 ,得 
p=3p’:=2p’. (4. 18) 
由 (4.18) 式 , 求 得 3 个 不 动 点 为 (图 4. 16) 


p=0, p=1,， p 一 地 (4.19) 


其 中 p= 二 0 和 p= 二 1 是 稳定 不 动 点 ,它们 对 应 于 相干 长 度 6 二 0,p 一 方 是 不 稳定 不 


动 点 , 它 就 是 临界 概率 p. ,对 应 于 相干 长 度 6 二 2. 因 
oR 


| 3 
bas a a (4. 20) 
9 (和 太一 6 大 | = 


户 2 


故 临 界 指数 为 


__lny3 、] 355. (4. 21) 


这 两 节 所 讨论 的 多 个 逾 渗 的 例子 均 说 明 , 可 以 通过 重 正 化 群 方法 求 出 临界 
指数 . 
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(b) 尝 一 一 一 和 到 


图 4.16 3 个 六 角形 归并 成 1 个 六 角形 重 正 化 群 变换 的 
不 动 点 (a) 以 及 其 相应 的 流 (b) 


$4.4 一 维 伊 辛 模 型 的 重 正 化 群 


在 一 维 伊 辛 模型 描述 的 铁 磁 相 变 中 ,微观 状态 用 自 旋 (spin)S; 来 描述 自 旋 
只 有 两 种 状态 ,向 上 或 者 向 下 ,向 上 对 应 自 旋 S; 一 十 1, 向 下 对 应 自 旋 S; 二 一 1. 

由 于 微观 状态 是 随机 的 ,一 般 要 用 统计 上 的 概率 密度 或 它 的 傅 里 叶 变 换 特 
征 函 数 来 做 平均 统计 . 在 统计 物理 上 习惯 用 配 分 函数 


E; 
Z(T) = eH (4 22) 
作为 特征 函数 ,其 中 
N 
五 ， = 2 5Sm] (4. 23) 


是 所 有 自 旋 状 态 的 互相 作用 能 量 ,J 是 相互 作用 能 量 ， 称 为 耦合 常数 ,& 是 玻 尔 
效 曼 (Boltzmann) 常 本 


令 耦 合 常数 开 二 奈 , 则 配 分 函数 (4. 22) 可 表示 为 
A (4. 24) 


原 有 的 NN 个 自 旋 , 见 图 4.17(a). 通过 归并 ,两 个 自 旋 合并 成 一 个 , 即 4 二 2， 归 
并 的 方式 是 取 原 先 两 个 格 点 中 的 奇数 格 点 (如 1,3,5,7,…) 上 的 自 旋 (这 种 方法 


叫 部 分 格 点 消 约法 ), 见 图 4. 17(b). 这 样 格 点 数 就 由 N 变 成 N' 一 全, 那么 配 分 
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四 -TEA 
图 4.17 一 维 伊 辛 模 型 的 重 正 化 群 变换 格式 


函数 
Z(N,K) = >》 eKSS2ts, ss) eKCS, sts 5 ,,,. (4. 25) 
为 了 求 重 正 化 群 变换 后 的 配 分 函数 ,我 们 仅 在 原来 偶数 格 点 上 求 和 ,那么 奇数 格 
点 就 保存 下 来 ,因此 (4. 25) 式 变 成 
Z(N,K) = Ds [er Sts) | ets | [erst tS) en, (4. 26) 
(4. 26) 式 中 求 和 号 表示 仅 在 图 4. 17(a) 中 所 有 偶数 格 点 上 求 和 . 
我 们 希望 重 正 化 以 后 的 配 分 函数 和 原来 的 配 分 函数 有 相同 的 形式 ,也 就 是 
希望 (4. 26) 式 右 端 仍 是 (4. 24) 式 右 端 的 形式 ,因此 设 (4. 26) 式 右 端 第 一 个 因 式 


eS1tS) 十 e- KS ts) —e(K)erss. (4. 27) 
若 取 Si 二 S$;==1, 或 Si = 二 Ss 二 一 1, 则 (4.27) 式 为 
ex 十 e =c(K)e". (4. 28) 
若 取 S$,=1,S: 王 一 1 或 S = 一 1,S: 三 1, 则 由 (4. 27) 式 ,有 
2 一 cC(K)e 
或 
c(K)=2er, 


则 (4. 28) 式 为 


=2K 
et +e ”=e 


或 
K’=R(K)=3In(cosh2K), 
即 
cosh2K =e**. (4. 29) 
因此 ,只 要 令 


tanhK’= (tanhK)’, (4. 30) 
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则 由 (4. 29) 式 ,有 

ook He 

若 (4. 26) 式 右 端的 每 一 个 因子 均 按 (4. 28) 式 处 理 , 那 么 (4. 26) 式 就 可 写成 
DONSKY = eR Ye Mts 一 EC KK ,a 

因此 在 重 正 化 群 变换 (4. 30) 式 下 ,(4. 31) 式 右 端的 配 分 函数 和 原来 的 配 分 函数 

有 相同 的 形式 . (4. 31) 式 中 ， 


N= 


-人 (4. 32) 
图 4. 18 是 耦合 常数 重 正 化 群 变换 (4. 30) 的 图 像 从 图 上 看 出 , 重 正 化 群 变换 
(4. 30) 有 两 个 不 动 点 : 

K=0, 天王 cc. (4 33) 
K=0 是 令 (4. 30) 式 左右 两 边 都 是 堆 求 得 的 , 它 是 稳定 的 不 动 点 . 开 = co 是 令 


(4. 30) 式 左右 两 边 都 是 1 求 得 的 , 它 是 不 稳定 的 不 动 点 . 


(a) 2.0 


(b) 
天 一 0 和 
4.18 重 正 化 群 变 换 (4.30) 式 的 图 像 (a) 及 其 相应 的 流 (b) 


开 王 0 意味 着 J 王 0, 表 示 此 时 相 邻 自 旋 不 存在 物理 耦合 . 关联 长 度 & 的 变 
换 为 


¢ 一 和 (4. 34) 
或 
é(tanhK)* = (4.35) 
在 K=0 附近 ， 
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tanhK 玉 人 天， (4. 36) 
因此 重 正 化 群 变 换 (4. 30) 式 近似 为 
K'=RK’, (4. 37) 
这 样 (4. 35) 式 变 成 
aAK (4. 38) 
(4. 38) 式 的 解 近似 为 
A 
E(K)= [InK (R11) (4. 39) 
其 中 A 是 常数 . 
由 (4. 39) 式 看 出 ,因为 K==0, |ln 民 | 一 co, 所 以 开 =0 就 相当 于 关联 长 度 
< 一 0， 
另 一 个 不 动 点 K 二 是 不 稳定 的 不 动 点 . 由 (4. 29) ,(4. 30) 式 ,有 
@— 2unh’ KK、z2e-2K ， (4. 40) 
两 边 取 对 数 ,得 
一 2tanh: 开 一 ln2 一 2K， (4. 41) 
故 
Pp ln2 
tanh KA=kK— (4. 42) 
此 时 方程 (4. 35) 的 解 为 
EX Aer, (4. 43) 
因为 将 (4. 43) 式 代入 (4. 35) 式 左边 ,得 
2K 
左边 ==Ae:(*- 守 ) 二 Ae**-m 一 A “一 有 边 . (4. 44) 


这 样 不 动 点 KK 二 oo 就 对 应 于 由 (4. 43) 式 确定 的 疆 co, 即 临界 点 . 
二 维 或 高 维 伊 辛 模型 的 重 正 化 群 方法 一 般 比较 复杂 ,下 面 只 做 概括 性 说 明 . 
由 (4. 42) 式 看 出 ,在 K 二 oo 的 临界 点 处 ,一 维 情况 可 导 得 


K' 一 RGK) 一 K 一 2 (4. 45) 


(4. 45) 式 说 明 , 在 临界 点 处 , 重 正 化 群 变 换 后 的 自 旋 在 临界 点 处 总 是 以 同样 的 状 
态 向 上 (或 向 下 ). 对 于 二 维 伊 辛 模型 ,可 由 9 个 格 点 归并 成 一 个 “集团 ”, 见 图 
4. 19. 现在 尺度 扩大 =3 倍 ,二 维 归并 后 的 小 “集团 ”, 可 以 看 成 3 个 一 维 相 邻 
的 自 旋 相互 作用 . 因此 K 一 2 时 ,我 们 可 以 想象 有 

KK (X=3). (4. 46) 


将 其 推广 到 a 维 , 则 有 
下 一 R(K)=2 IIK 〈 当 天 一 c2)， (4. 47) 


82 第 四 章 ， 重 正 化 群 变换 


(a) 


(b) 


(c) 


图 4.19 二 维 伊 辛 模型 的 重 正 化 群 变换 


由 于 4d 之 1 时 4 之 1, 所 以 
i 斑 
RK WiK’ 
(4. 48) 式 可 以 看 成 是 d 维 重 正 化 群 变换 模式 . 
(4. 48) 式 的 不 动 点 是 天 一 0( 即 反 = =) 由 于 过 


稳定 的 . 在 高 温 时 , 铁 磁 体 是 顺 磁 相 , 此 时 重 正 化 群 的 不 动 点 也 是 稳定 的 , 即 开 
三 0 也 是 重 正 化 群 变 换 的 稳定 不 动 点 . 重 正 化 群 变 换 K' 二 RC(K) 在 两 个 稳定 的 
不 动 点 之 间 一 定 存在 一 个 不 稳定 的 不 动 点 , 它 就 是 临界 点 K.. 图 4. 20(a) 是 二 
维 伊 辛 模型 的 重 正 化 群 变换 ,图 中 的 KK 守 0. 507 就 是 K.. 
知道 了 重 正 化 群 变换 后 ,我们 就 可 以 求 相干 长 度 

ee(K)ce(KR— RK) (4. 49) 
的 临界 指数 v 由 (4. 49) 式 也 会 得 到 像 (4. 10) 式 那 种 形式 的 尺度 微分 方程 ， 当 
K 一 K. 较 小 时 ， 


(4. 48) 


一 1, 所 以 这 个 不 动 点 是 
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0 0.5 1.0 he 2.0 


K=0 0.507 oo 


图 4.20 二 维 伊 辛 模型 变换 (4. 48) 式 的 图 像 (a) 及 其 相应 的 流 (b) 


pr ok 
K =R(K)+SRK i K.) 


BR 到 
-K+ 0 K.). (4. 50) 
和 (4. 49) 式 类 似 ， 
ln 
人 CGA. 51) 
aK 
由 于 
[ACK—K.)]=A "EE(K—K,), (4. 52) 
在 (4. 49) 式 中 取 对 数 后 求 微 商 , 得 到 
Ewin(K—K.) (4. 53) 
或 
dé 
人 (4. 54) 
Ta 


(4. 54) 式 就 是 伊 辛 模型 的 尺度 微分 方程 . 
$4.5 简单 生长 过 程 的 重 正 化 群 


这 是 一 种 真实 的 自 回避 随机 行走 , 它 要 尽 可 能 回避 它 自 己 已 经 走 过 的 格 点 ， 
除非 无 其 他 路 可 走 ， 由 于 这 种 行走 是 连续 的 ,因而 它 形成 一 种 生长 过 程 . 
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图 4.21(a) 和 (b) 都 是 在 二 维 格 点 上 自 回避 的 五 步行 走路 径 . 图 中 从 0 开始 
走 , 每 一 步 上 都 标注 了 概率 . 例如 在 0 步 , 它 有 左 、 右 、 上 、 下 4 种 可 能 的 行走 方 


向 ,向 右 走 的 概率 是 二 向 右 走 了 一 步 后 , 它 只 能 向 左 ` 上 、 下 3 种 方向 行走 ,所 以 
概率 是 二 到 达 图 4. 21(a) 中 A 点 后 , 它 只 能 向 上 或 向 左 行走 ,不 能 向 下 行走 ， 


所 以 由 A 点 行走 的 概率 是 二 重 正 化 群 变 换 是 将 4 个 格 点 归并 成 1 个 格 点 , 见 
图 4. 22. 这 里 格 点 之 间距 离 放大 4 二 2 倍 . 


4 13 


图 4.21 二 维 五 步 自 回避 行走 


现在 求 重 正 化 前 后 的 易 逸 度 (fugacity)K 和 开 ' 的 关系 . 为 此 我 们 有 两 条 
规定 : 

(1) 行走 以 格 点 的 左下 角 开 始 ; 

(2) 行走 限制 在 4 个 格 点 内 ,直至 格 点 上 方 走出 格 点 . 


图 4.22 4 个 格 点 ( 实 线 ) 归 并 成 1 个 格 点 


对 4 个 格 点 ,从 左下 角 开 始 ,按照 上 述 两 条 规定 ,共有 4 种 行走 路 径 , 见 图 
4.23， 从 左下 角 开 始 的 4 种 路 线 , 重 正 化 后 归并 成 1 个 格 点 的 1 条 路 径 , 那 么 重 
正 化 群 方程 为 
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1/2 ip [8 
(a) (b) 
Se 1/2 
1/3 1 
1/3 (e) 
(c) (d) 
图 4.23 4 个 格 点 重 正 化 成 1 个 格 点 
Tl 
Eyl + (EK) (3 
+ (3K) (3K)+ (Er) (3K)R) 
2 3 2 
=l1g:+lg+lik: (4. 55) 
4 6 12 
或 
2 (eh 
K RC(K)= 7K tas te 。 (4. 56) 
今 (4.56) 左 右 两 边 相 等 , 求 得 三 个 不 动 点 
K=0, K=1] 和 K=%. (4.57) 


人 =0 和 民 ==o 是 稳定 的 不 动 点 ,而 K=K. 二 1 是 不 稳定 的 不 动 点 , 即 临 界 点 
和 .. 将 (4. 56) 式 在 临界 点 K。 附近 泰勒 展开 ,得 


K' 一 RCRK.) 十 (K+RK: 十 KR】 CK=WK.) 
K.=1 


=K.+3(K-K.). (4. 58) 


由 (4. 49) 和 (4. 50) 式 ,得 到 


因而 临界 指数 


,一 Im ln2 0.707. (4. 59) 
I SR In 3 
n (5K 


由 于 N 个 粒子 的 平均 位 移 为 
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~ N 
DR 


N 


cc N’ 


r 


或 

Nocrr, (4. 60) 
车 每 个 粒子 的 质量 为 1, 则 NN 代表 总 质量 ,那么 (4. 60) 式 就 表示 质量 和 尺寸 的 关 
系 Nocr?, 即 


一方， (4, 站] » 
D 是 分 数 维 . 将 (4. 59) 式 代入 (4. 61) 式 , 求 得 分 数 维 
D1. 415. (4. 62) 


$ 4.6 相 变 和 分 岔 


前 面谈 到 了 用 重 正 化 群 方法 研究 二 阶 相 变 临界 指数 等 ,从 这 节 起 我 们 将 非 
连续 的 一 阶 相 变 和 连续 的 二 阶 相 变 和 分 贫 、 突 变相 联系 ,使 得 我 们 更 好 地 理解 重 
正 化 群 方法 . 
从 物理 上 讲 , 水 在 100C 沸腾 时 变 成 气 
体 ,但 是 气态 的 密度 远 小 于 液态 . 若 用 沸腾 水 
的 密度 ov 和 热气 体 的 密度 p, 作 为 序 参 数 .由 
于 一 阶 相 变 的 上 方 (水 蒸气 ) 和 下 方 ( 热 水 ) 的 
a 密度 是 不 相同 的 ,那么 一 阶 相 变 的 两 边 的 序 
参数 是 不 连续 的 . 同样 ,在 铁 磁 相 变 中 ,磁化 
强度 M 就 是 一 个 序 参数 ,在 相 变 线 的 上 方 磁 
自 旋 向 下 化 强度 M>0, 表 示 自 旋 向 上 ,而 在 下 方 ,磁化 
强度 M<0, 表 示 上 自 旋 向 下 , 见 图 4.24， 对 于 
连续 的 二 阶 相 变 , 如 加 热 磁铁 , 当 它 达到 用 居 
里 温度 工 .表示 的 临界 点 时 ,会 慢 慢 失 去 磁性 
类 似 地 ,在 沸腾 的 水 中 , 当 温度 由 低 升 高 到 工时 ,水 蒸气 和 水 的 密度 差别 会 慢 慢 
消失 . 在 临界 温度 T. 以 上 ,不 存在 气态 和 液态 的 区 别 . 
二 阶 相 变 具 有 如 下 的 两 点 性 质 : 
(1) 两 个 相 具 有 不 同 的 对 称 性 ; 
(2) 在 临界 点 上 两 个 相 没有 区 别 . 
这 两 点 性 质 正 好 和 下 列 方程 


h 
人 


4.24 伊 辛 模 型 的 相 图 


二 XxX( 一 6b 一 x ) Ca 63) 
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所 表述 的 又 式 分 岔 或 霍 普 夫 (Hopf) 
分 岔 相对 应 , 见 图 4. 25. 若 序 参 量 x 
代表 直角 坐标 系 变量 , 则 是 又 式 分 
岔 , 若 工 代表 极 坐标 变量 >, 则 是 霍 
普 夫 分 贫 . 

当 65 二 0,(4. 63) 式 存在 两 个 稳 
定 定常 解 ( 令 (4. 63) 式 右 端 为 零 ) 

ZXis 一 土 V 一 6b (4.64) 

(或 i 二 土 V 一 0), 而 另 一 定常 解 x==0 是 不 稳定 的 (图 中 虚线 ). 

由 于 (4. 64) 的 两 个 解 (6 二 0) 使 得 时 间 对 称 性 破坏 ,在 不 同时 刻 系统 占据 的 
状态 不 再 相同 ,在 临界 点 5 二 0( 或 二 T.) 这 两 个 相 一 致 ,而 在 5 二 0 定常 状态 
二 0 是 稳定 的 . 从 信息 的 观点 看 ,对 称 性 的 破坏 可 以 使 产生 扰动 源 的 信息 传递 
到 接收 器 ,使 对 称 性 增加 . 


4.25 又 式 分 盆 或 霍 普 夫 分 贫 


$4.7 相 变 和 突变 


为 了 将 相 变 和 突变 联系 起 来 ,我 们 来 看 气 液 相 变 的 范 德 瓦尔 斯 状态 方程 
(p+ 训 )(V 一 让 =RT， (4. 65) 


其 中 p 为 压强 ,V 是 摩尔 体积 ,TT 是 温度 ,R 是 气体 常数 ,a,B 为 该 气体 的 两 个 特 
征 参 数 . p.,V.,T. 为 临界 点 , 且 


人 8a_ 
pb. = Ve—3p, T=zhp (4. 66) 
很 容易 将 方程 (4. 65) 化 成 如 下 形式 : 
2Z3 十 pz 十 C 一 0， (4. 67) 
其 中 
z= 如 一 1 
p _ 
站 (4. 68) 
a = 3 . 
p 
一 1] 二 (- 1) 
b= 3 


(4.67) 式 只 是 反映 出 序 参 量 zx 的 平衡 态 满足 的 方程 ,车 加 上 zz 随时 间 : 的 变化 
f ,就 成 为 一 个 动力 学 系统 : 
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Pe EV (4. 69) 
ox 
其 中 (4. 69) 式 的 平衡 态 仍 满足 方程 (4. 67) 式 ,p 代表 位 势 ， 
4 
9 一 村 十 人 x 十 ax. (4.70) 


由 (4. 67) 式 得 平衡 态 集合 , 见 图 4. 26, 它 是 一 个 曲面 , 称 为 尖 拐 突变 的 平衡 态 
集合 . 


图 4.26 尖 拐 突变 的 平衡 态 集合 


从 图 4. 26 看 出 ,该 曲面 的 上 支 是 液态 ,下 支 是 气态 . 上 下 分 支 的 尖 拐 处 是 
似 水 非 水 , 似 气 非 气 的 状态 . 
对 于 (4. 67) 式 平衡 态 集 合 ,我 们 分 两 种 情况 来 讨论 . 
(1) 固定 5( 例 如 为 一 3) ,此 时 平衡 态 的 集合 (4. 67) 式 变 成 
Xx’ 一 3x 十 a 二 0， (4.71) 
见 图 4.27， 由 于 平衡 态 x 只 和 一 个 参数 a 有 关 , 所 以 在 (a,x) 图 上 平衡 态 是 一 
条 曲线 . 


QO(2.—2) 


图 4.27 (4.71) 式 的 平衡 态 集合 


34.7 相 变 和 突变 89 


在 图 4. 27 中 平衡 态 满足 (4. 69) 式 ， 


Sez = (4. 72) 
另外 位 势 p 的 二 阶 导数 为 
2 
SY=3(z’—l), (4. 73) 


所 以 在 图 4. 27 中 的 实 线 (|z|>1) 上 ,3 多 >0, 因 而 是 位 势 p 极 小 值 , 故 是 稳定 


的 平衡 态 ， 而 在 图 4. 27 中 的 虚线 (|z|<1) 上 ， <0, 它 表示 位 势 的 极 大 


值 ,因而 是 不 稳定 的 平衡 态 . 

图 4. 27 就 反映 出 质点 按 运动 方程 (4. 69) 式 演变 的 突变 性 . 当 原 来 质点 处 
”在 上 支 Q 点 的 左边 时 ,位 势 只 有 一 个 极 小 值 , 见 图 4. 28(a) ,但 质点 进入 Q 点 
后 ,位 势 在 Q 点 上 有 一 个 极 小 值 和 一 个 拐点 , 见 图 4.28(b) ,一 过 了 Q 点 后 ,位 
势 有 两 个 极 小 值 和 一 个 极 大 值 , 见 图 4. 28(c) ,但 此 时 质点 仍 处 在 原来 的 那个 极 
小 值 上 . 随 着 a 的 加 大 ,两 个 极 小 值 从 一 小 一 大 ,逐步 到 两 个 一 样 小 ,一 直到 小 
的 变 大 ,大 的 变 小 , 见 图 4. 28(c),(d),(e). 但 是 质点 到 达 忆 点 后 ,将 己 点 坐标 
4 一 2,z 王 1 代入 (4.72),(4.73) 式 ,得 到 

2 一 0 3 一 0 (4. 74) 
这 意味 着 已 点 是 一 个 拐点 , 即 原来 的 极 小 值 逐 步 抬 高 , 变 成 了 拐点 , 见 图 4. 28 
(f). 此 时 质点 在 位 势 的 拐点 上 又 无 法 停留 ,只 好 由 PP 点 突 跳 到 位 势 的 另 一 个 极 
小 值 Q 点 , 见 图 4.28(g). 这 就 是 为 什么 称 (4. 67) 式 为 尖 拐 突变 的 原因 . 


(3) (b) (C) (d) (e) (f) (g) 


V/V NS 


a 


图 4.28 b= 二 一 3 时 位 势 (4.69) 式 随 a 的 变化 


质点 由 Q 点 逐步 在 图 4. 27 下 支 向 P' 点 前 进 ,其 位 势 g 随 着 a 减 小 的 方向 
变化 , 见 图 4.29. 随 着 a 的 减 小 ,位 势 p 由 一 个 极 小 、 一 个 拐点 ,逐步 变 成 两 个 极 
小 ,一 个 极 大 ,直到 达到 图 4. 27 中 已 点 时 , 变 成 另 一 个 极 小 和 一 个 拐点 ,最 后 质 
点 只 好 由 图 4. 27 下 支 中 的 已 点 跳 到 上 支 的 Q 点 . 

在 图 4. 27 上 质点 由 P 突变 到 Q, 和 由 PP’ 突变 到 Q' 发 生 在 不 同 的 位 置 ,这 称 
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(a) (b) (c) (d) (e) 


y VV WW NY 


图 4. 29 4a 减 小 时 质点 突变 的 位 置 


(2) 固 定 a( 例 如 取 a 二 0), 则 (4. 69) 式 变 成 


ek (4 75 
OX 
(4.75) 式 和 (4. 63) 式 完全 相同 ,这 就 是 3 4.6 又 式 分 岔 或 霍 普 夫 分 岔 的 情况 . 
因此 我 们 可 以 说 , 气 - 液 相 变 的 状态 方程 (4.67) 式 反映 出 状态 的 分 贫 和 突变 


$4.8 突变 和 重 正 化 群 


在 方程 (4. 69) 式 a 和 6 都 存在 的 情况 下 ,突变 点 的 集合 按 (4.74) 式 为 2 一 0 
2 
和 3 多 一 0, 邵 
TT’ 十 br 十 a 二 0， 
37x* 十 6 = 二 0. 


(4.76) 式 在 参数 (a,b) 平 面 形 成 一 个 由 两 条 线 和 一 个 尖 点 O 组 成 的 集合 , 见 
图 4. 30. 


(4.76) 


将 (4.76) 第 二 式 解 出 x= 了 3, 代入 (4.76) 第 一 式 ,得 到 


D 就 是 三 次 方程 x 十 bx 十 a 二 0 的 根 的 判别 式 . 图 4. 30 中 的 两 条 D=0 线 代表 
三 次 方程 有 一 个 实 根 ,两 个 重 根 . 图 4. 30 的 两 条 D=0 线 将 参数 平面 (a.0) 分 成 
两 个 区 域 :在 两 条 了 =0 线 的 外 部 D 二 0, 它 表示 三 次 方程 (4.76) 第 一 式 的 x 有 
一 个 实 根 ;在 两 条 D=0 线 的 内 部 D<0, 表 示 有 三 个 实 根 , 位 势 p 有 两 个 极 小 和 
一 个 极 大 . 这 完全 和 图 4. 27 对 应 . 
物理 学 中 的 相 变 完全 在 图 4. 30 中 反映 出 来 . 在 D 二 0 区 域 的 D=0 附近 ， 
由 (4.76) 式 第 二 式 解 出 一 个 g 的 极 小 值 的 位 置 为 
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F277777777% (3) 


Nm 


= i (4. 78) 


而 通过 D 二 0 到 D 之 0 的 另 一 拐点 9 的 极 小 值 位 置 为 


zs 二 一 2 /地 (4. 79) 


将 (4.78),(4. 79) 式 代 和 人 (4. 70) 式 ,得 
_b? 26? 
Pi 一 17， Pg 
(4. 80) 式 说 明 , 在 D=0 线 两 边 的 位 势 不 同 ,即位 势 本 身 不 连续 ,因而 D 二 0 线 是 
位 势 的 奇 点 线 , 这 称 为 零 阶 相 变 . 物理 学 上 并 无 零 阶 相 变 . 
物理 学 中 的 一 阶 相 变 发 生 在 图 4. 30 的 D<0 区 域 的 中 心 线 (虚线 ) 上 ,该 线 
Fa=0, 由 (4.76) 第 一 式 看 出 ,虚线 的 左右 两 边 各 有 一 个 极 小 值 : 
z=V—b, ze 三 一 V 一 0， (4. 81) 


但 相应 的 位 势 p 由 (4. 70) 式 是 一 是 连续 的 ，， 左 右 
因而 位 势 是 连续 的 . 但 是 从 图 4. 30 看 出 , 虚 
位 置 逐 步 降低 (图 4.31 显示 D 二 0 虚线 左右 
两 边 的 位 势 形态 ) ,因此 位 势 g 的 一 阶 导数 不 连续 ,这 正 是 (4. 63) 式 的 情况 ,因而 
是 一 阶 相 变 . 

而 物理 学 中 的 二 阶 相 变 发 生 在 图 4. 30 虚线 的 尖 点 O 处 , 即 图 4. 30 的 似 水 


(4. 80) 
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非 水 、 似 气 非 气 的 地 方 . 
图 4. 30 的 虚线 O 点 上 方 属于 DD 二 0 的 区 域 , 位 势 g 只 有 一 个 极 值 点 ,而 在 
O 点 下 方 的 D<0 的 区 域 ,位 势 g 有 两 个 极 小 值 zi 一 V 一 和 xz 二 一 V 一 0, 故 O 
点 的 外 部 和 内 部 位 势 p 分 别 为 
gb) =0 (b>0,4—>0), 
pb (4. 82) 
gb) = (000). 
由 (4. 82) 式 看 出 ,位 势 9 在 O 点 附近 (5 二 0) 是 连续 的 , 且 9 的 一 阶 导数 也 连 
而 O 点 外 部 和 内 部 的 p 的 二 阶 导 数 分 别 为 0 Ne ee 


总 之 ,一 阶 、 二 阶 相 变 都 发 生 在 位 势 p 的 一 阶 导数 或 二 阶 导数 不 连续 的 地 
方 , 即 奇 点 处 ,所 以 按 第 二 章 的 说 明 , 对 应 于 一 阶 相 变 和 二 阶 相 变 的 尺度 ; 的 量 
分 别 为 
r 一 和 2 0 《一 托 相 站 )， 
dp 


dz 


/= | 儿 -0 (二 阶 相 变 ). 
dp 
dz: 


尺度 为 零 , 无 论 重 正 化 群 变 换 如 何 收缩 或 放大 都 还 是 零 ,不 能 变 成 有 限 的 非 零 
数 ,因而 相 变 和 奇异 性 相 联系 ,也 必然 和 重 正 化 群 相 联系 . 由 于 动力 学 中 分 贫 和 
突变 都 发 生 在 奇 点 处 ,所 以 它们 可 称 为 动力 学 中 的 相 变 . 


(4. 83) 


小 结 


相 变 和 临界 现象 中 的 重 正 化 群 方法 ,从 分 形 角度 看 ,是 一 种 尺度 变换 ,是 粗 
粒 化 . 虽然 它 忽略 了 小 尺度 的 细节 ,但 由 于 在 临界 点 处 相干 长 度 无 穷 大 ,这 种 忽 
略 并 不 影响 找到 随 尺度 变化 而 不 变 的 临界 指数 . 正 是 由 于 长 程 相关 ,在 临界 点 
处 会 产生 相 变 的 现象 . 

相 变 的 临界 点 一 定 是 重 正 化 变换 不 稳定 的 不 动 点 . 

相 变 和 分 贫 .突变 有 非常 大 的 联系 . 从 相 变 的 观点 看 .相干 长 度 &> 吃 ,从 分 
贫 .突变 的 观点 看 ,分 岔 和 突变 都 发 生 了 奇异 性 . 重 正 化 群 变换 并 不 改变 Se~= 
的 本 质 . 奇 点 的 地 方 ,尺度 一 0, 也 具有 尺度 不 变性 ， 
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谈 到 随机 运动 ,人 们 往往 会 想起 布朗 运动 . 布朗 运动 是 悬浮 在 液体 中 的 花 
粉 做 无 规则 的 随机 运动 , 它 是 分 子 与 花粉 颗粒 间 的 随机 碰撞 所 造成 的 . 现在 分 
形 现象 中 常 谈 起 男 一 种 随机 运动 一 一 列 维 运动 .这 两 种 随机 运动 有 什么 差别 ? 
简单 说 前 者 是 有 特征 尺度 运动 ,后 者 是 无 特征 尺度 运动 ,每 步 游 动 的 距离 可 大 可 
小 ,而 且 大 小 差别 是 跨 量 级 的 . 图 5. 1(a) ,(b) 分 别 是 布朗 运动 和 列 维 运动 的 轨 
迹 ,从 图 5. 1 看 出 ,布朗 运动 每 一 步 游 动 的 距离 都 是 差不多 大 小 ,而 列 维 运动 的 
游 动 距离 则 有 大 有 小 ,差别 甚至 是 量 级 上 的 . 


图 5.1 布朗 运动 (a) 和 列 维 运动 (b) 的 轨迹 


更 重要 的 差别 是 ,布朗 运动 的 概率 密度 是 正 态 分 布 , 见 (3. 15) 式 , 即 大 涨 落 
的 概率 几乎 为 零 . 从 概率 论 知 道 , 对 于 正 态 分 布 ,大 于 2 个 标准 差 |2c| 的 概率 仅 
为 4.45% ,大 于 3 个 标准 差 | 3c| 的 概率 仅 为 0.3%% ,大 于 5 个 标准 差 |5c| 的 概率 
为 5.7X10”. 而 列 维 运动 的 概率 密度 的 尾巴 比较 长 , 即 大 涨 落 的 概率 虽 小 ,但 
仍然 有 相当 大 的 概率 . 本 书 中 ,我 们 会 多 次 看 到 ,这 是 长 程 相关 和 长 期 记忆 性 的 
表现 . 


§ 5.1 布朗 运动 的 概率 密度 分 布 


随机 游 动 是 定义 在 格 点 上 的 随机 过 程 ,例如 一 个 游 动 者 在 二 维 (d 三 2) 的 格 
子 上 游 动 ,每 一 时 间 间 隔 都 以 相同 的 概率 游 动 到 其 邻近 的 位 置 . 图 5.2 是 简单 
的 二 维 随机 游 动 轨迹 ,每 一 时 间 间 隔 游 动 者 游 动 了 一 个 单位 间隔 , 共 游 动 了 10 
个 时 间 间 隔 , 得 到 了 三 种 不 同 的 游 动 轨迹 ,图 中 数字 代表 游 动 的 顺序 ,箭头 代表 
游 动 的 方向 ,那么 游 动 n 步 以 后 的 净 位 移 为 
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r(n) = Fa, (6. 1) 
其 中 e; 是 第 i 步 指 向 最 邻近 位 置 的 单位 癌 量 . 


0 
0 1 10 | 
Ll 2.4.0、 
3.7 8 .| le 10 
246 9 10 7.9 | 
ee 
4 ? 5 2 3.9 4 


图 5.2 二 维 格子 上 简单 随机 游 动 的 不 同 轨迹 


因为 (e;) 二 0, 所 以 平均 位 移 


‘(rn)’)=0. (BD 2) 
另外 ,因为 
寺 5 一 9 
人 = | Wi (5. 3) 
0 di, 
所 以 平均 平方 位 移 是 
(PUD = (de) =nt+2d (ee) = (5. 4) 
一 上 i>j 
奉 每 一 步 游 动 的 时 间 间 隔 是 +, 那 么 n 步 游 动 的 时 间 1 二 nt, 所 以 
(rn) y= (5. 5) 
震 


若 设 定格 子 间 隔 为 ,那么 每 一 个 格子 点 上 游 动 的 可 能 方向 有 2d 个 (Cd 是 格子 
的 维 数 ) ,单位 时 间 内 游 动 的 方差 为 


2 


和 (5. 6) 
其 中 天 称 为 扩散 系数 , 它 的 单位 是 m*。，s .因此 ,(5.5) 式 可 以 改写 成 
a Rs (5. 了》 
a 
当 a 二 1,d 二 1 时 ， 
o (1)=(r (nn))=2Ki. (5.8) 


(5. 8) 式 就 是 布朗 运动 的 (1. 27) 式 . 
若 d 二 1, 均 方位 移 4r*(n)) 就 很 容易 由 概率 密度 pr ,0 算得 , 即 


ah | pcddr. (5. 9) 
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若 游 到 右边 的 概率 为 p 一 去, 则 游 到 左边 的 概率 就 是 1 一 地 一 地, 那么 4 时 刻 后 


游 动 m 次 到 右边 ,(t 一 m) 次 到 左边 ,位移 是 

T=m—(t—m)=2m—t, (5. 10) 
因此 m 次 到 右边 , (1 一 m) 次 到 左边 的 概率 是 个 别 游 动 概率 的 乘积 ,位 移 的 概率 
密度 是 二 项 式 分 布 


$ 
plms))=| |pti es (5. 11) 
m 


m 1 (t—m)! 


# 1 和 
其 中 | )= 元 [ET 是 二 项 式 展开 系数 ， 
m 
由 (5. 10) 式 ,得 
由 一 志 (z 十 有 ， G 一 四 一 序 ( 一 z 十 ， 


则 (5. 11) 式 可 以 写成 


又 注意 到 
Ph 
tl 人 (271)3 [一 , 
则 


plm = 一 (3) 
| a g 


t—m n (t—m) 
= m)m” a ve" o [二 [|) 


a ee 


将 (5. 12) 式 右 端 后 两 个 因 式 取 对 数 ,得 


mn[ (去 ) (zm5) ] 


=—mln (2 i eh m)ln (2 ) 
= 一 十 (z+DIn( 宇 <)- (zn (SE) 
一 一 二 (z+Dnf1+ 三 ) 一 却 Gt 一 zln(1 一 大) 


-+ 二 
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若 z<z, 则 上 式 简化 为 一 亏 , 故 


(SS) [pss) sc， 


而 (5. 12) 式 右 端的 因子 


| 1 二 /4 /4 2 
2 -2 全 人 | 广 
DG "7 Nt 


因此 (5. 11) 式 就 简化 为 


2 一 
(70 ,1 ) 一 e 2 05251359 
V2rt 


这 正 是 著名 的 正 态 分 布 . (5. 13) 式 说 明 当 游 动 次 数 或 时 间 上 大 大 超过 游 动 位 移 
Xx 时 ,二 项 式 分 布 就 化 为 正 态 分 布 . 若 考 虑 (5. 10) 式 ,得 
plm,t)dm= p(x,t)dz=2p(z,t) dm, 


则 

. ths 4. 
V2rt 
(5. 14) 式 就 是 布朗 运动 的 概率 分 布 . 在 (5.5),(5.6) 和 (5.9) 式 中 取 a 二 1,4d 二 1. 


一 1, 则 一 地 ,0* 一 ,那么 (5. 14) 式 可 写成 标准 的 正 态 分 布 


pTst) = 


力 (zy zt 一 (5S. 153 


1 
VE 
(5. 15) 式 说 明 ,布朗 运动 的 概率 密度 分 布 是 指数 函数 形式 的 正 态 分 布 ,而 oi 二 1 
正 是 布朗 运动 的 方差 . 


$ 5.2 布朗 运动 下 的 扩散 方程 和 自 相 关 函 数 


在 一 维 情况 下 ,由 于 跳 到 左边 或 右边 的 概率 都 是 地 ,那么 1 时刻 在 位 置 : 处 
的 概率 为 
pi() 一 吝 prri (1 一 A 十 方 p 【一 人 站。 (5. 16) 
将 (5. 16) 两 边 减 去 户 (t 一 Al) ,得 到 
pi(t)— p(t = AD+3p 这 人 太一 


2 
再 两 边 除 以 Al, 得 到 
PilD— pilt—Atl) (Ax)’piri(t— At)—2p(t AL) ED, A 
At 2At 《入 去) 
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当 At~0,Azx>0 时 ,可 导 得 扩散 方程 


2 一 天 2， (5.17) 
其 中 
=- 今 过 (5. 18) 
就 是 (5. 6) 式 . 


布朗 运动 的 概率 密度 正 态 分 布 (5.14) 式 正 是 扩散 方程 (5.17) 式 的 解 . 
(5. 17) 称 为 福 克 - 普 朗 克 (Fokker-Planck) 方 程 (简称 FP 方程 ). 
在 3 1.4 中 我 们 知道 ,布朗 运动 (也 称 布朗 噪声 ) 的 功率 谱 , 由 (1. 11) 式 为 
SCPmec 广 ” (Bh B=2). (5. 19) 
功率 谱 SCPD) 和 自 相 关 函 数 尺 Cr) 互 为 傅 里 叶 变 换 ， 


oo 


KA | ReoDeosrrdr， (5. 20) 
0 
因此 自 相 关系 数 
_R(r)_ = 
EC 一 Ti (5.21) 


的 传 里 叶 变换 为 -二 及 二 Jz 傍 1 “, 正 是 (5. 19) 式 ，c(z) 是 一 个 指数 函数 形式 , 参 


见 (2. 54) 式 . 由 于 t= 二 时 ,相关 系数 c(D) 已 衰减 至 二 < 放 7， 折 以 一 般 称 (5. 21) 


为 短程 相关 . 
§ 5.3 自 相 似 的 随机 过 程 


分 形 物 体 具有 空间 上 的 自 相 似 性 ,而 且 在 时 间 上 更 多 表现 为 自 相 似 的 随机 
过 程 . 
由 布朗 运动 的 均 方 位 移 (5. 8) 式 看 到 ， 
(z2(at)) 一 2K(Cai) 一 4。2 开 :一 az) ). (5. 22) 
(5. 22) 式 说 明 x(at) 和 zx(4) 都 服从 相同 的 概率 分 布 , 即 正 态 分 布 ,因此 用 随机 变 
量 zx 本 身 来 写意 味 着 
td (5. 23) 
(5. 23) 式 说 明和 x Cat) 是 自 相 似 的 随机 过 程 . 等 式 中 字母 “d” 表 示 左 右 两 边 在 
统计 上 是 没有 区 别 的 . 图 5. 3 是 布朗 运动 的 位 置 工 随时 间 变化 的 图 像 . 若 
二 2, 即 时 间 轴 放大 2 倍 (2 倍 原来 的 间隔 代表 1s), 则 由 (5， 23) 式 ,垂直 轴 会 放大 
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V2 倍 . 图 5.3(a),(b),(c),(d) 连 续 4 张 图 就 是 连续 取 a 二 2 的 结果 . 这 几 张 图 
说 明 ,车 将 时 间 上 重新 标 度 后 ,随机 过 程 是 自 相 似 的 . 


(a) UA 


5.3 重新 标 度 (a==2) 的 布朗 运动 位 置 x 随时 间 1 的 变化 


我 们 将 布朗 运动 推广 :车 存 在 一 个 正 数 互 和 一 个 随机 过 程 过 Ci) ,t 宇 0 对 于 
点 工 和 时 间 刀 是 互 阶 的 自 相 似 过 程 , 则 有 


d 
XxX(at)—zx(ato)=a[x(t)—zx(to)], (5: 24) 
特别 车 取 zo 二 0,to 二 0,(5. 24) 式 的 自 相似 过 程 可 表示 为 
RN (5. .25) 


(5. 24),(5.25) 式 中 的 互 称 为 赫 斯 特 指数 . 对 布朗 运动 来 讲 , 由 (5.23) 看 出 , 赫 
斯 特 指 数 


H= (5. 26) 


和 
Ls 
因此 说 布朗 运动 是 赫 斯 特 指数 为 二 的 自 相似 随机 过 程 
当然 ,这 里 自 相 似 的 过 程 也 包含 了 确定 性 的 过 程 . 例如 ,自由 落体 从 高 度 
zo 二 z(to) 处 落下 的 距离 为 
z(f)—z0=— g(t—to), (5. 27) 


因而 


z(at)—xz(ato)=—g(at—ato): =a’:[z(1)—xz(t,)|]， 
显然 再 斯 特 指数 五 王 2. 
通常 将 0 去 互生 1 的 布朗 运动 称 为 分 数 维 布朗 运动 . 
下 面 我 们 来 讨论 分 数 维 D 和 互 之 间 的 关系 .显然 图 5. 3 的 曲线 并 不 充满 
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二 维 空间 ,所 以 分 数 维 万 一 定 介 于 1 和 2 之 间 . 由 于 0 天 互 <1, 所 以 可 以 猜测 
D=2—H. (5. 28) 
下 面 来 说 明 (5. 28) 式 的 结果 . 


2H 
L0,1j 上 的 信号 xz(z) 用 尺度 7 的 小 方块 量 出 的 个 数 是 N ,那么 用 尺度 为 万 的 小 


统计 上 是 相同 的 . 若 区 间 t€ 


方块 去 量 xz(1) ,由 于 尺度 缩小 ， 则 z(0) 在 区 间 xzE | 0, 记 | 内 的 范围 就 相当 于 区 间 
jE TOs A 3(b) 到 图 5.3(a))， 这 样 在 LE | ,到 | 内 ， 以 亏 的 


尺度 量 出 的 小 方块 为 2 沪 个 , 同样 在 另 一 一 半 区 间 :€ | ,1 | 也 量 出 2 ， 遍 个 小 


六 
方块 ,因此 ,在 区 间 L0,1j 上 共 量 出 2 “NN 个 小 方块 . 一 般 用 尺度 为 去 的 小 方块 


量 出 (22-2)*N 个 , 按 (2.8) 式 ,分 数 维 卫 为 
基 一 友 扩 天 
D—liml Le YN 


k—oo 


=2=H, 


ln 一 
二 


这 就 证 明了 分 数 维 D 和 自 相 似 过 程 的 五 之 间 的 关系 (5. 28) 式 . 
§ 5.4 分 数 维 布朗 运动 


前 面 提 到 将 布朗 运动 位 移 方差 (5. 8) 式 
(Z2 cct (5, 29) 


推广 到 
《EC (5. 30) 
就 成 为 分 数 维 布朗 运动 , 它 会 带 来 什么 实质 上 的 变化 呢 ? 
从 物理 上 知道 ,此 时 布朗 运动 所 对 应 的 自 相 关系 数 c(r) 为 (5. 21) 式 


ye TT 
多 Ct TY 


其 中 工 是 特征 时 间 ， 前 面 已 经 说 过 , 若 r*= 工 , 则 相关 系数 已 经 衰减 到 一 ,因此 当 


rz 更 大 时 ,相关 系数 就 更 小 了 . 因而 布朗 运动 称 为 短程 相关 . 那么 分 数 维 布朗 运 
动 又 如 何 呢 ? 
因为 自 相 关 函 数 R(7) 的 健 里 叶 变 换 就 是 功率 谱 


St = [Roserare /7 (5. 31) 


0 
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其 中 8 称 为 功率 谱 指数 ,S( 了 用 ) 表 示 单 位 频率 的 能 量 . (5. 30) 式 中 x” 是 能 量 的 量 
纲 , AS( 亡 也 是 能 量 的 量 纲 ,所 以 两 者 量 纲 相 同 , 即 
fS(P=f° f= (FF) = 
由 此 得 到 功率 谱 指数 8 和 赫 斯 特 指数 互 之 间 的 关系 为 
B=2H+1. (5. 32) 


由 (5. 32) 知 ,布朗 运动 (了 H 一 序 ) 的 功率 谱 指 数 是 8 一 2 (去 ) 十 1 一 2, 而 分 数 维 布 


朗 运 动 的 所 谓 功 率 谱 指 数 是 2 互 十 1. 由 2 到 2 再 十 1 要 经 历 什 么 样 的 过 程 呢 ? 
我 们 首先 看 布朗 运动 和 白 噪 声 之 间 的 关系 ,它们 满足 随机 微分 方程 朗 之 万 
方程 


dB _ 民 
de (5 33) 


其 中 B 表示 布朗 噪声 ,e 表示 白 噪 声 . 因为 白 噪声 的 功率 谱 指数 是 8 二 0, 表 示 功 
率 谱 S( 亡 一 广 一 常数 ,而 布朗 运动 B 的 功率 谱 指 数 是 8 一 2, 所 以 (5. 33) 式 说 明 
微 商 一 次 以 后 ,功率 谱 指数 由 2 减 小 到 0. 反 过 来 ,也 可 以 说 白 噪声 积分 一 次 就 
是 布朗 噪声 ,功率 谱 指 数 由 8=0 增加 到 8 一 2. 由 于 积分 将 小 尺度 的 信号 平滑 
掉 , 因 此 功率 谱 和 斜率 向 下 倾斜 了 . 

一 般 随机 信号 xz(z) 的 傅 里 叶 变 换 z(f) 可 以 写成 


es 二 | (1Der df. (5, dy 
将 (5. 34) 式 对 时 间 i 微 商 一 次 ,得 到 
DD 去 | GD zf erdf. (5. 35) 
由 于 功率 谱 是 傅 里 叶 变 换 系 数 模 的 平方 ,而 x 的 功率 谱 由 (5. 34) 式 为 
SC(A=|z0f) Nefs, (5. 36) 
微 商 一 次 后 的 功率 谱 由 (5. 35) 式 为 
SCP# = |ifeN): = 广 # 一 ff, (5. 37) 


所 以 微 商 一 次 后 的 功率 谱 指 数 则 由 8 下 降 为 8 一 2. 同样 ,积分 一 次 后 的 功率 谱 
指数 则 由 8 上升 到 8 十 2. 
将 上 述 结果 推广 到 微 商 (或 积分 ) 次 数 是 分 数 a 的 情况 ,那么 微 商 a 次 (a 可 
以 是 分 数 ) 后 的 功率 谱 指 数 则 由 8 下 降 为 8 一 2a, 即 
微 商 a 次 


8 一 一 人 ~-8 一 2c. (5. 38) 
反之 ,积分 “次 后 的 功率 谱 指 数 则 由 积分 前 的 8 增加 到 8 十 2a, 即 
a 次 积分 


有 8 一人 十 26， (5. 39) 
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现在 我 们 要 问 :一 个 布朗 运动 (或 布朗 噪声 ) 微 商 多 少 次 后 会 变 成 分 数 维 布朗 品 
声 , 即 
二 FB, a=? (5. 40) 
其 中 FB 是 分 数 维 布朗 运动 噪声 . 
我 们 知道 ,布朗 噪声 B 的 功率 谱 指数 是 2, 它 微 商 a 次 后 的 功率 谱 指 数 是 
BP 一 2a; 而 分 数 维 布朗 运动 的 功率 谱 指 数 是 2 五 十 1, 两 者 相等 得 到 
2 一 2a 二 2 量 十 1， 
由 此 解 出 
eg 
x 二 了 H. (5.41) 


(5. 41) 式 说 明 ,布朗 运动 只 要 进行 (到 一 瑟 ) 次 的 分 数 阶 导数 就 可 以 得 到 分 数 维 


布朗 运动 . 显然 , 当 瓦 一 斑 时 表示 布朗 运动 不 微 商 , 即 FB 就 是 布朗 运动 的 B. 


通常 将 (5. 33) 式 改 成 
d (FB) _ 


一， 0a<l, (5. 42) 
那么 分 数 维 布朗 运动 FB( 或 写成 B,) 就 可 以 用 e 的 a 阶 积分 表示 : 
de | e(w du 
Bust dE™ Ty (=m ™ 


一 co 


上 式 有 端 符号 “9 "(a>0) 及 积分 表达 式 称 为 分 数 阶 微 积分 ,在 第 十 一 章 将 详 


细 说 明 . 因此 ,分 数 维 布朗 运动 一 定 和 分 数 阶 导数 和 分 数 阶 积分 相 联系 ， 而 且 
可 以 证 明 ,分 数 维 布朗 运动 的 自 相 关 函 数 
R(t)ocr | 

是 一 个 寡 函 数 ,显然 它 表 示 长 程 相关 ,在 第 九 章 会 有 详细 推导 ， 

按照 (5. 38) 式 , 若 分 数 维 布朗 运动 的 功率 谱 指 数 为 B, 则 微 商 c 次 后 的 功率 
谱 指 数 为 8 一 2c, 那 么 由 (5. 42) 式 就 得 到 

B=2a=2H 二 1 一 2a 二 0 
即 
B=24， wu 一 理 十 亏 . (5. 43) 


(5.43) 式 中 的 a 表示 分 数 维 布朗 运动 , 微 商 HH 十 专 次 就 成 为 白 噪声 ， 


显然 在 (5. 42) 式 和 (5. 43) 式 中 ,a 二 1 时 ,分 数 维 布 朗 运 动 B, 就 化 成 布朗 运 
动 , 因 此 通常 (5. 42) 式 可 以 看 成 分 数 维 布朗 运动 的 分 数 阶 导数 表达 式 . 
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在 (5. 40) 式 中 ,由 (5.42) 看 出 , 若 0 一 有 < 也 , 则 wu0,(5.40) 式 就 代表 分 数 


阶 导 数 , 若 记过 及 二 1, 则 a<0,(5.40) 式 就 代表 分 数 阶 积分 ， 在 第 十 一 章 我 们 
将 看 到 ,分 数 阶 导 数 和 积分 都 存在 一 个 宕 函数 形式 的 记忆 函数 ,它们 都 比 布朗 运 
动 本 身 有 更 强 的 记忆 性 , 即 未 来 的 运动 (4) 不 但 和 现在 状态 有 关 , 而 且 和 
过 去 (1<4) 的 状态 有 关 ， 因此 ,分 数 维 布朗 运动 将 短程 相关 变 为 长 程 相关 ,并 
带 有 长 记忆 性 

在 第 八 章 中 我 们 将 介绍 ,均匀 各 向 同性 洪流 在 惯性 区 的 功率 谱 指 数 为 8= 
部. 从 (5. 32) 式 得 知 , 它 对 应 的 赫 斯 特 指数 也 二 二 . 因此 从 (5.41) 式 看 出 ,将 布 


朗 运 动 微 分 


次 ,就 得 到 洪流 的 信号 . 

图 5.4 和 图 5. 5 是 赫 斯 特 指数 分 别 为 卫 =0.2 和 末 =0. 8 时 依次 重新 标 度 
的 信号 . 将 图 5. 4 和 图 5. 5 与 布朗 运动 图 5. 3 比较 看 出 , 太 ==0.2 时 的 信号 比 布 
朗 运动 信 号 杂乱 得 多 ,而 瓦 一 0. 8 得 信号 比 布朗 运动 信号 光滑 得 多 . 


图 5.4 HH=0.2 时 依次 重新 标 度 的 信号 


分 数 阶 导数 在 自 相 似 过 程 中 随时 都 能 碰 到 . 例如 上 节 (5.25) 式 的 解 为 
x(t)= z(t, Ch 
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图 5.5 HH=0.8 时 依次 重新 标 度 的 信号 


藻 电 是 整数 ,那么 再 阶 导数 为 
dz 


SF=Hlz(1). (5. 45) 
dt 
若 是 是 分 数 , 只 要 把 阶乘 换 成 TT 函数 就 是 分 数 阶 导数 表达 式 , 即 
H 
9 学 一 (有 十 D)z(1)， (5. 46) 


自 相 似 过 程 (5. 25) 或 (5. 44) 式 的 概率 密度 p(x,t) 满 足 什么 自 相 似 关系 呢 ? 
从 概率 密度 p(z,t) 的 积分 和 (5. 44) 式 ,得 到 


| plz sD de = P(x’(t) <2) 


一 POz (1) zx) 
= P(x (1)= x 1) 


I 区 


一 | px’ ,1)dz (5. 47) 


将 (5. 47) 式 微 商 一 次 ,得 


plrst)=t p(xrt ,1)., (5. 48) 
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(5. 48) 式 说 明 在 坐标 系 ( -入 ,高 ) 中 所 有 的 概率 密度 p 都 是 相同 形式 、 当 瑟 = 二 


时 参见 (3. 17) 式 . 
从 前 面 几 节 看 出 ,和 白 品 声 是 不 相关 的 随机 信和 号 ,布朗 噪声 是 短程 相关 的 随机 
信号 ,而 分 数 维 布朗 噪声 可 以 看 作 长 程 相关 的 随机 信号 


$5.5 方差 . 自 相 关 函 数 、 功 率 谱 等 标 度 指数 的 关系 


上 一 节 我 们 谈 到 了 自 相 似 的 随机 过 程 (5. 22) 式 , 它 普 遍 存 在 于 多 尺度 系统 
中 . 对 自 相似 随机 过 程 经 常用 到 的 统计 量 有 方差 (zx?*)、 自 相关 函数 R(T) 二 
《X(t 十 )X()) 功率 谱 S(f) 分 数 维 D 等 ,它们 在 多 尺度 系统 中 都 呈现 宫 律 
(we (OY oe Pe, 
R(s) SS EY, 
SC fF, 
N ce ¥ 
现在 我 们 较为 严格 地 论述 这 些 标 度 指数 也 ,y,8,D 之 间 的 关系 . 
首先 论述 互 和 y 之 间 的 关系 . 我 们 设 分 数 维 布朗 运动 的 粒子 在 时 刻 :一 0 
时 处 在 位 置 x 二 0, 则 + 时刻 后 的 位 移 就 是 


上 


| = [utd ade, (5 50) 


(5. 49) 


0 


其 中 v 是 粒子 速度 ,那么 均 方位 移 (x ) 随 时 间 的 变化 为 


dB 》 dz 
于 人 了 一 sw ) dt 
= ?|Reodc (5 59 ) 


0 


将 (5. 51) 式 积分 一 次 ,得 到 


《这 中 (|Reoaejd (5. 52) 
若 速度 自 相关 函数 表达 式 仍 为 RCr)ccr ,那么 代入 (5.52) 式 后 ,就 有 
(ycr rr (5. 53) 
《Xz ) 按 (5.49) 式 为 (zx?*)occr?, 所 以 
2H=2—y, (5, 54) 


即 
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二 一半 
H=1 pp 
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(5; 55) 


其 次 我 们 研究 功率 谱 指数 8 和 互 之 间 的 关系 . 由 量 纲 分 析 已 经 得 到 (5. 32) 


式 , 即 
6 一 2 五 十 1. 
再 来 看 维 数 D 和 态 的 关系 . 已 经 研究 过 该 关系 为 
D=2—H. 


(5.56) 


(5. 57) 


最 后 谈 B 和 7 的 关系 . 由 于 自 相 关 函 数 R(t) 和 功率 谱 S(f) 互 为 传 里 叶 变 换 ， 


SCFY = [RODerar. 
0 


由 (5.49) 式 ,有 
RAAT)=A ’R (7), 
那么 由 (5. 58) 式 ,有 


SFY = |Reoewd 


二 的 人 


二 | (3) ROYer dr 


=A 7), 
(5. 60) 式 的 解 为 
SC EY. 
将 (5. 61) 式 与 (5. 49) 式 比较 ,得 
太 E 上 一 多 


同样 ,(5. 49) 式 中 的 (x?) 可 以 写成 
(Xx (Mt) =A (x (1)). 


(5.63),(5.59),(5. 60) 式 都 是 自 相似 随机 过 程 的 重 正 化 群 关系 . 
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《5.58) 


(5.59) 


(5. 60) 


(5. 61) 


(5.62) 


(5. 63) 


前 面谈 的 布朗 运动 中 ,下 一 步 如 何 游 动 是 和 上 一 步 游 动 毫 无 关系 的 , 即 我 们 


假定 (e:， e,) = 二 6,. 但 是 在 实际 游 动 中 ,e; 和 ej 是 相关 的 . 例如 我 们 设 


A 
di 


那么 (5. 4) 式 就 变 成 


(5. 64) 
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n 


(FM) = (De))=nt+2d ee) =n+Bn’’. (5.65) 
dy 


t= 


注意 其 中 最 后 一 个 和 号 中 共有 mn? 个 (5.64) 式 的 形式 . 因此 , 当 y 近 1 时 . 
(5. 65) 式 右 端 第 二 项 占 优 , 则 
《7 SEE (5. 66) 
(5. 66) 式 右 端 是 短 函 数 ,n 相当 于 t+. 和 (5. 8) 式 比较 看 出 ,此 时 的 扩散 方差 比 布 
朗 运 动 要 大 . 这 是 由 于 游 动 的 当前 一 步 和 前 一 步 相关 的 结果 ,因而 是 一 种 长 程 
相关 . 
和 (5. 30) 式 比较 看 出 ， 


> = S 
H=1 7 (5. 67) 


(5. 67) 式 说 明 ,这 种 游 动 相当 于 赫 斯 特 指数 为 日 =1 一 才 的 分 数 维 布朗 运动 . 


和 (5. 55) 式 一 致 . 
如 果 我 们 把 $ 5. 1 中 游 动 者 的 位 置 看 成 是 “质量 ”M, 那 么 按 (4. 61) 式 游 动 
的 “质量 ”M 就 正比 于 时 间 ， 


Meectoer?, (5.68) 
其 中 r 是 时 间 t 时 刻 游 动 的 距离 .此 时 ,由 (5. 68) 式 就 得 到 均 方 差 位 移 
(r2(1))oc75, (5..69) 


其 中 是 随机 游 动 的 分 数 维 . 显然 D==2 就 对 应 于 通常 的 布朗 运动 . 

湾流 中 的 里 查 孙 扩 散 ( 见 第 八 章 ) 位 移 方 差 和 成 正比 ,显然 比 布朗 运动 扩 
散 得 快 . 

由 (5. 49) 式 看 出 , 自 相关 函数 R(t) 的 形式 是 震 函 数 

Rr)ocr 7。 《5.70) 

正 是 因为 长 程 相关 引起 了 更 快 的 扩散 ,所 以 在 游 动 中 , 游 动 的 距离 间隔 有 小 也 有 
大 , 见 》1.8. 

随机 游 动 有 的 只 跳 一 个 间隔 ,有 的 可 以 跳 3 个 间隔 或 者 更 多 的 间隔 .而 且 跳 
一 个 间隔 和 跳 多 个 间隔 的 概率 也 不 同 . 例如 , 若 空间 间隔 是 a, 跳 一 个 格 距 士 a 
的 概率 为 C, 即 


土 a， 概率 为 C. (5.71) 
则 跳 e 的 56Cp>>1) 倍 间隔 的 概率 变 小 了 ,为 号 CM>1), 即 
ab {b>=1}, 概率 为 二 (5.72) 


类 似 地 , 跳 a 的 音 间 隅 的 概率 为 A， 
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图 5. 6 是 M=4,6 二 3,a 二 1 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 随机 游 动 . 图 中 O 代表 游 动 的 
开始 点 . 在 一 个 大 圆 中 游 动 先 完成 了 四 步 a 二 1 的 游 动 (从 O 开始 的 四 个 小 箭 
头 ), 然 后 又 是 ba 二 3 的 游 动 (图 中 较 大 箭头 所 示 ) ,接着 又 是 4 二 1 的 四 步 ,ba 二 3 
的 一 步 等 .4a 二 1 的 四 步 形成 一 个 基本 集团 ,完成 ba 二 3 四 步 形成 第 二 集团 . 下 一 
个 大 的 跳跃 是 8a 二 9( 图 中 特大 箭头 所 示 ) ,形成 跳跃 步 长 度 的 层次 . 因此 ,这 种 
游 动 的 距离 可 以 跨 量 级 . 这 种 游 动 称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 游 动 . 


图 5.6 魏 尔 斯 特 拉 斯 随机 游 动 


现在 求 跳 路 到 长 度 ! 的 概率 密度 ， 


pl = 6 六 [dC ba) + d+ ba)]. (5.73) 
通过 归 一 化 ， 常数 C 取 值 ”5 ， 故 (5.73) 式 变 为 


站 
一 部 六 一 一 5.74) 
力 (!) = Vi [SC pa ) 十 3C 十 ba) ( 


=0 


(5. 74) 式 说 明 , 奉 M 比较 大 时 ， 人 
c=1. 
虽然 跳跃 的 长 度 增加 ,其 概率 减 小 ,但 平均 讲 ,在 跳 一 大 步 之 前 ,大 约 M 次 
小 步 跳跃 已 经 完成 ( 见 图 5. 6). 
由 于 有 了 (5.74) 式 ,那么 二 阶 算 
:) = (M— De y(tY 5. 75) 
(12) Me ): ( 


j=0 


显然 ,只 要 饭 二 M, 那 么 二 阶 矩 就 发 散 , 即 () 一 co, 和 第 一 章 讨 论 的 列 维 分 布 是 
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相同 的 . 
下 面 我 们 来 论证 ,p(1) 是 一 个 重 尾 竹 函 数 分 布 ,为 此 我 们 考虑 p(1) 的 全 里 
叶 变 换 


BhY = J pe = 和 2 Tcos(kb’a), (5. 76) 
其 中 B(4) 称 为 特征 函数 . (5. 76) 式 就 是 著名 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 . 
我 们 看 看 (5. 76) 式 的 标 度 方程 , 即 


DU) 一 一 >) eoskb' a) 


j=0 
-这 一 su my Ml 1 
— ds a) MM Mske). 
_M—le 1 et 
Dbk) M 和 2 Ms(R a)— (MO— 1)cos(ka) 
= ~ 2 eos (kb!a) 一 《人 
一 MG(&) 一 (CM 一 1)cosCRa ). (5.77) 
(5.77) 式 是 一 个 非 齐 次 函数 方程 , 它 的 非 齐 次 部 分 是 周期 函数 ,不 存在 奇异 性 
(使 方程 发 散 ) ,而 齐 次 部 分 为 
BOE) = MB(R)=6D Rk). (5.78) 
(5.78) 式 的 解 为 
i _ lnM 地 
Bk)= |k|", a= I (5.79) 
我 们 不 妨 设 
Bk)=1— |k|"Ae I*l". (5. 80) 


对 (5. 80) 式 做 傅 里 叶 变 换 很 容易 得 到 p(1)ocl1 7 ” , 它 就 是 (1.24) 式 和 列 维 分 
布 . 这 种 随机 游 动 称 为 列 维 运动 . 如 果 (5. 80) 式 中 加 上 一 个 时 间 


Dk d=e ltl, (5. 81) 
则 (5. 81) 式 就 是 方程 
Sh |k|Bk,t) (5. 82) 


的 解 
因为 特征 函数 中 @ 和 概率 密度 p 互 为 傅 里 叶 变 换 , 即 


too 
p(x,t) = 二 | Be dk (5.83) 
2n 
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(参见 (5. 34) 式 ) , 则 


op (zr,t) 
OX” 
对 (5. 82) 式 做 逆 变 换 , 则 有 


十 co 
本 去 | B&D Ck) er dk. (5. 84) 
2 


dp(z1t) _ op x,t) 


(5. 85) 
ot Ox” 
a a 
请 注意 二 ;和 一 |k|* 互 为 传 里 叶 变 换 , 即 
26 —|k|°®. (5. 86) 
-i 


请 参阅 第 十 一 章 (11. 5) 式 . 
归纳 来 讲 ,布朗 运动 服从 正 态 分 布 (5. 14) 式 , 它 对 应 的 扩散 方程 是 (5. 17) 式 
ap_ kop 


; =2Ki. 
ot Ox’ 
而 对 列 维 运动 ,相应 的 扩散 方程 为 
Sh (5. 87) 
Ot ox’ 


它 称 为 分 数 阶 福 克 - 普 朗 克 (fractional Fokker-Planck ,简称 FFP) 方 程 ,其 中 a,pB 
可 以 是 分 数 . 该 方程 的 傅 里 叶 变换 为 特征 函数 @ 的 方程 为 


GECD 


| 有 | " 盏 (RD). 


它 的 解 为 


_ 了 入 a Ni ph ha 
GD = 之 rom pt ltl Es(— |k|"), 


其 中 Es(zx) = 3 i 是 米 塔 - 列 夫 勒 (Mittag-Leffler) 函数 ,具体 见 第 


上 一 章 .车 取 B= 1,El(z) = , 则 EE( 一 |k|*) = e111 , 它 就 是 (5. 81) 式 
的 列 维 分 布 , 其 特征 函数 满足 (5. 81) 式 . 它 的 传 里 叶 变 换 就 是 列 维 分 布 的 概 
率 密度 
pzyi= 一 zz oot (x 足够 大 时 ). (5. 88) 
(5. 88) 式 正 是 重 尾 分 布 . 
现在 看 列 维 分 布 的 特征 函数 的 标 度 关 系 . 对 (5. 81) 式 做 标 度 变换 


Hh Ee (5. 89) 


了 
Pi 
则 
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BR N= i kt) 
= (At) = k,l) A=) 


(5. 90) 式 说 明 ,在 标 度 变换 (5. 89) 式 下 , 列 维 分 布 的 特征 函数 保持 不 变 . 
列 维 运动 的 概率 分 布 p 满足 分 数 阶 福 克 - 普 朗 克 方程 (5. 85). 
(5. 85) 式 做 标 度 变换 


则 (5. 85) 式 
“Op _ ti Op 


FF 


左边 一 全 yp ot 


A 
在 (5. 85) 式 右边 利用 (5. 84) 式 ,并 注意 上 = 二 Xk ,得 到 


a 


WB ,2 A dk 


右边 一 圭 Ei 


十 cc 
二 / 
本 | 上 


iat ih ER2 


Dh ,Nr es dk’ 


Ox’ Ox 
由 (5. 92),(5. 93) 式 ,得 
ap’ _ op 
Em SBSzer 


(5. 94) 式 说 明 ,在 标 度 变换 (5. 91) 式 下 ,FFP 方程 的 形式 不 变 
paz AL) Apr. 


邻 4 = 地, 则 有 


pe wy 
或 

p(x = Ly. 
(5. 95) 式 或 (5. 96) 式 就 是 列 维 运动 的 概率 密度 分 布 的 标 度 律 . 

(5.91) 式 说 明 , 列 维 随 机 变量 符合 自 相 似 随机 过 程 
RI = 
例如 ,将 (5.88) 式 代入 (5.95) 式 ,得 
左边 二 Gx y= itw 4 


1 


= p(xwt) 二 右边 . 


(B90) 


我 们 对 


(5..913 


93) 


a Q4) 


.950 


.96) 


5. 97) 
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将 (5. 97) 与 (5. 25) 式 比较 ,看 出 


及 二 (5. 98) 


R | 一 


由 于 0<a<<2, 所 以 记 达 有 H 二 2, 因此 , 列 维 过 程 是 赫 斯 特 指数 为 二 的 自 相似 
过 程 


$S.7 列 维 分 布 图 像 及 应 用 


通常 列 维 运动 的 概率 分 布 p(xz) 不 能 用 初等 函数 来 表示 , 仅 有 少数 几 个 能 用 
初等 函数 表示 ,例如 a 二 2 时 ， 


] 了 袜 
bzZ) 王 一 一 e 4， (5. 99) 
2 Vr 
& 一 1 时 ， 
a 
pm) (5. 100) 
4 一 方 时 ， 
上 (5. 101) 
2 VTz3? 


(5.99),(5.100),(5.101) 分 别称 为 正 态 分 布 . 柯 西 分 布 和 列 维 -斯 米尔 诺 夫 
(Levy-Smirnov) 分 布 . 

图 5.7 显示 不 同 a 时 的 列 维 分 布 图 像 从 图 5.7 看 出 ,a 越 小 ,p(0) 高 度 越 
高 ,p(Xx) 图 像 的 中 部 越 罕 ,尾巴 越 厚 . 


图 5.7 不 同 a(1 二 a 二 2) 时 的 列 维 概率 密度 p(x) 
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通常 在 xz 比较 大 时 ( 即 尾巴 上 ), 列 维 分 布 函 数 可 近似 为 
而 (元 ) 一 | 去 | etY. (5. 102) 


例如 ,a=1 和 方 时 分 别 是 (5. 100) ,(5. 101) 式 . 


对 列 维 分 布 , 由 于 物理 量 跨越 很 宽 太 度 , 导 致 平均 值 (一 阶 矩 ) 及 高 阶 矩 无 意 
义 . 一 般 n 阶 矩 可 以 表示 为 


(Xx”") = | zp Cn)dz. (05: 103) 
ZX 产 土 co 时 , 《zx") 存 在 的 必要 条 件 是 p(x) 豪 减 得 比 |zxz|"*! 要 快 ,因此 对 列 维 分 布 
概率 密度 (5. 102) 式 而 言 , 当 n 之 a 时 ,各 阶 矩 就 不 存在 .例如 在 (5. 102) 式 中 , 当 
a 委 2 ,就 不 存在 方差 (二 阶 和 矩 ) , 当 a 过 1 时 ,就 不 存在 平均 值 ( 一 阶 矩 ). 
列 维 分 布 在 物理 学 中 有 许多 应 用 ,下 面 举 几 个 例子 . 
(1) 考虑 布朗 运动 z(t) ,1 宇 0,x(0) 二 0. 第 一 次 达到 位 置 xz(1)==a 的 最 小 时 
间 T(a) 称 为 第 一 次 通过 时 间 ， 
6 T(a)=min{t 寡 0 ,x(t)=a). 
(5. 104) 
在 许多 系统 中 常常 要 知道 克服 势 垒 达到 
向 3 稳定 位 置 所 需要 的 平均 时 间 , 见 图 5. 8. 
i 下 面 讨论 对 于 确定 的 时 间 1, 关 系 T(a) 
< 成立 的 概率 为 CT(Ga)<:), 即 在 时 
0 间 间 隔 [0, 妇 内 已 经 达到 a 值 的 概率 . 
9 0 ee a 1 设 p(T(a) 过 t,x(t) 之 a) 是 两 个 条 件 
T(a) 过 t,x(a) 记 6b 在 时 间 t 内 同时 满足 
图 5.8 系统 克服 势 全 到 达 稳 定 状态 。 的 概率 ,因此 
p(X(t)>a)=p(T(a)<it, rt) a)+p (Tla) it,7r(1) a), 
(5, 105) 
但 是 按照 T(a) 的 定义 (5.104) 式 ,(5.105) 式 左边 p(x(71) 广 a) 表示 在 时 刻 1 处 
X(t) 超 过 a 的 概率 ,所 以 (5. 105) 式 右 端 的 项 
p(T(a)>i,7r(1)>a)=0, (5. 106) 
那么 (5. 105) 式 为 
plz(t)>a)=p(T(a)<i,r(i) >a). (5. 107) 
由 于 对 称 性 ， 
plT(a)<t,r(t)>a)=p(T(a)<i,r(t)<a), (5. 108) 
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所 以 由 (5. 106),(5. 107) 式 ,得 
p(T(a)<t,7r(t)>a)=p(r(t)>a), (5. 109) 
p(T(a)<it,r(t)<a)=p(r(t)>a). (5.110) 


将 (5. 109) ,(5. 110) 相 加 ,得 


p(T(a) =i = 2p(7r(t) > a) 


二 二 | 了 本 (5. 111) 
(5.111) 式 是 在 时 间 t 以 前 达到 a 的 累计 概率 . 第 一 通过 时 间 T(a) 的 概率 密度 
就 是 (5. 111) 对 zt 的 微 商 , 即 


d 2 
i C8. 118Y 
dt ovV2rn 


frw ( 坟 三 


图 5.9 给 出 了 a==1 时 的 概率 密度 fr (图 中 实 线 ). 将 (5. 112) 与 (5. 101) 比 较 
看 出 , 它 属于 列 维 -斯 米尔 诺 夫 分 布 ,也 就 是 说 在 T(a) 达 t 内 达到 位 置 x 二 a 的 概 


率 密度 是 “一 也 的 列 维 分 布 ， 图 5. 9 中 虚线 是 户 -上 主 曲线 . 

(2) 考虑 (z,z) 平 面 上 在 z 处 有 一 排放 的 点 源 , 见 图 5. 10, 点 源 在 上 半 平 面 
上 在 随机 方向 角 9€ | 一 至 ,于 | 内 均匀 地 排放 . 下面 讨论 车 在 高 度 h 上 有 一 个 检 
测 装 置 , 质 点 扩散 到 位 置 z 这 个 随机 变量 的 概率 分 布 函 数 . 


0.4 


1 


图 5.9 第 一 通过 时 间 概 率 密度 图 5.10 点 源 在 半 平 面 上 的 
均匀 随机 排放 
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由 于 均匀 排放 ,均匀 分 布 概率 的 累计 概率 (或 分 布 函 数 ) 


F(x)=p(X<z)=p(tang < ) 
=p (0<arctan 和 ) 
ee 
Farctan -i (5.113) 
那么 与 概率 p 对 应 的 概率 密度 函数 为 
产生 = 二 一 一 一 一 一 1 (5. 114) 


(5. 114) 式 就 是 (5. 100) 式 a==1 的 列 维 分 布 , 即 柯 西 分 布 . 
(a),(b),(c) 三 个 时 间 序 列 涨 落 有 的 很 大 ,但 是 图 5.11(d) 的 涨 落 的 大 小 差别 
不 大 . 


20 
1000 
0 
500 
=20 
_40 
—500 _60 
0 50 100 150 ”200 0 50 100 150 200 
(a) (b) 
20 6 
15 4 
10 
a 
5 
0 0 
-5 -2 
-10 
0 50 100 150 200 0 50 100 150 ”200 
(C) (d) 
图 5.11 四 种 不 同 的 了 时间 序列 
(a) wx 一 0. 6;(b) a=1.2;(c)a=1.8;(d) a=2.0 
我 们 对 时 间 序 列 采用 回归 
z 一 一 0. 7,1 (让 ] 与 》 
来 分 析 . 假设 = 满足 列 维 分 布 ,其 特征 函数 为 
G(A) 一 e 人， (5. 116) 


即 相 应 的 概率 函数 是 
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plz)=|z| =” ， (6, LL7Y 
则 分 别 计算 出 图 5. 12 中 的 a 为 (a) a 二 2.0,(b) a 二 1.8. 从 图 5.12 看 出 ,a 愈 
小 ,概率 密度 的 尾巴 愈 厚 . 请 注意 图 5. 12 横 坐 标 数值 的 区 别 . 


300 
200 
100 
0 
=4= 沪 从 这 当 —40—20 0 20 40 
(a) (b) 


图 5.12 时 间 序 列 直方 图 
(a) a=2.0;(b) a=1.8 


$5.8 广义 列 维 分 布 


列 维 分 布 的 特征 函数 一 般 化 后 可 以 写成 
GB(k) = exp|( 一 5 Ig|* (1 — ipsgn(k)tan 等 片 ji 大 )， (5. 118) 


其 中 0 二 a 过 2 称 为 列 维 分 布 的 稳定 度 指 数 ,一 1 过 81 称 为 偏 斜 度 参 数 ,c 称 为 
尺度 参数 ,y 称 为 移动 参数 . 相应 地 ,FFP 方程 (5. 85) 扩 展 为 
Bp OB /oO 
de 
当 8=0 时 ,(5. 119) 式 就 化 简 为 (5. 85) 式 . 图 5. 13 显示 列 维 概率 密度 p 与 的 
关系 . 它 和 图 5. 12 类 似 ,a 愈 小 ,z=0 处 的 数值 愈 大 ,尾巴 愈 厚 . 
图 5. 14 是 列 维 概率 密度 和 尺度 参数 o 的 关系 .从 图 5. 14 看 出 ,o 愈 大 , 概 
率 分 布 的 尾巴 愈 厚 . 
图 5.15 和 图 5.16 是 列 维 概率 密度 和 偏 斜 度 8 的 关系 . 从 图 5. 15 和 图 5. 16 看 
出 ,8 为 负 值 时 ,长 尾巴 在 z 的 负 值 一 边 ,8 为 正 值 时 ,长 尾巴 在 的 正 值 一 边 . 
图 5.17 和 图 5. 18 给 出 当 偏 斜 度 8 不 变 时 , 列 维 概率 密度 函数 随 a 的 变化 . 


(5.119) 
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图 5.13 列 维 概率 密度 p 与 w 的 关系 
〈8 王 0,o 王 1,/ 一 0) 


图 5.15 列 维 概率 密度 和 偏 斜 度 厅 的 关系 


(a=0.8,0 1. 0 ,x 0) 
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图 5.16 列 维 概率 密度 和 偏 斜 度 厅 关系 
(a=0.5,0=1.0,u=0) 


(a<1,8=0. 8,0=1.0,n=0) 


图 5.18 列 维 概率 密度 在 偏 斜 度 太 固定 时 随 ewx 的 变化 
(a>>1,8=0.8,o 一 1.0,A 一 0) 
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小 结 


从 近 200 年 前 发 现 的 布朗 运动 ,到 近 30 年 来 发 现 的 分 数 维 布朗 运动 ,再 到 
涨 落 大 的 重 尾 列 维 运动 ,人 们 对 随机 过 程 的 认识 加 深 了 , 愈 来 愈 接近 于 实际 的 随 
机 现象 . 给 予 我 们 最 大 的 启示 是 分 数 维 的 分 形 和 分 数 阶 微 积 分 的 引入 ,使 短程 
相关 的 布朗 运动 变 成 长 程 相关 ,增加 了 记忆 性 ,对 研究 具有 复杂 层次 结构 现象 的 
生物 学 .物理 学 的 目 组 织 现象 ,以 及 人 脑 及 社会 现象 都 具有 现实 意义 . 


第 六 章 ”小波 ( 子 波 ) 变 换 


为 什么 小 波 ( 子 波 ) 变 换 和 分 形 相 联 系 ? 大 家 知道 ,分 形 的 特点 是 多 尺度 . 
表征 多 尺度 可 以 用 标 度 指数 这 种 不 变量 ,但 是 不 同 尺度 上 物理 状态 如 何 随时 间 
和 空间 变化 呢 ? 小 波 变换 能 看 到 这 一 点 . 小 波 变 换 有 两 个 参数 :一 个 是 尺度 , 它 
能 把 不 同 尺 度 下 的 情况 显示 出 来 ; 男 一 个 是 时 间 ( 或 空间 ) 位 置 , 它 能 把 该 位 置 上 
物理 量 的 变化 显示 出 来 . 虽然 该 位 置 上 的 物理 量 的 涨 落 有 大 有 小 ,但 是 小 波 变 
换 就 像 显微镜 一 样 ,能 通过 调节 放大 倍数 将 其 看 清楚 而 且 , 小 波 变换 本 身 也 具 
有 标 度 不 变性 . 


$6.1 傅 里 叶 变 换 和 小 波 变 换 描述 自然 界 的 异同 


为 了 解 小 波 变 换 ,我 们 必须 将 小 波 变 换 与 傅 里 叶 变换 做 比较 . 简单 地 说 , 傅 里 
叶 变 换 是 将 一 个 信号 分 解 成 不 同 波长 或 周期 的 正弦 或 余弦 信和 号 的 到 加 . 图 6.1 最 
下 而 一 个 振荡 函数 是 上 面 三 个 正弦 防 数 或 余弦 函数 相 加 的 结果 . 因为 正 余弦 函 
数 是 基 范 数 , 它 就 像 建筑 块 , 一 个 信号 的 健 里 叶 展 开 就 好 比 信号 是 由 建筑 块 堆积 
出 来 的 ,也 就 是 说 傅 里 叶 变 换 的 建筑 块 是 铺 开 到 整个 时 间 轴 (一 ,十 ce) 上 的 正 
妨 或 余 吃 函数 


6.1 傅 里 叶 展 开 
(由 中 振 涉 函数 是 (a) 一 (中 正弦 函数 或 余弦 函数 相 加 的 结果 
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这 样 描述 有 什么 好 处 呢 ? 通常 来 讲 ,我们 认识 自然 界 就 是 想 从 现在 知道 未 
来 的 事物 是 如 何 演化 的 . 例如 我 们 有 一 个 金属 棒 , 棒 的 一 端 被 冷却 ,我 们 想 知道 
金属 棒 的 每 个 点 上 温度 是 如 何 变 化 的 ,也 就 是 说 在 t 时 刻 金属 棒 的 每 一 点 上 温 
度 是 多 少 . 在 傅 里 叶 以 前 没有 人 能 够 处 理 这 个 问题 . 但 是 当 我 们 知道 :一 0 时 刻 
金属 棒 的 温度 分 布 TuCz)( 见 图 6.2(a),TGCz) 是 棒 上 空间 点 工 的 图 数 ) ,对 TT, 
(Zr) 做 传 里 叶 变换 就 可 以 得 到 Ci (0), 它 是 不 同 波 数 & 下 的 正弦 (或 余弦 ) 函 数 前 
的 传 里 叶 系 数 , 见 图 6.2(b). 图 中 列 出 了 12 个 波 数 (k= 二 1,2,…,12) 的 传 里 叶 系 
数 , 即 

1 
es (6.1) 
这 样 , 傅 里 叶 变 换 就 把 原来 描述 金属 棒 上 温度 T(x,z) 的 难以 提 措 的 微分 方程 就 
退 厢 了 , 变 成 了 一 系列 描述 傅 里 叶 系 数 Ce(o 的 独立 的 微分 方程 . 任意 时 刻 : 的 
傅 里 叶 系 数 Ci (2) 解 出 为 


Ci() =Ce(0)e- 凶 . (6. 2) 

图 6. 2(c) 列 出 了 :一 0,1,5,10,50 的 5 个 不 同时 刻 的 Ci(2). 系数 Ci(t) 对 每 个 

在 整个 金属 棒 上 是 相同 的 ,似乎 棒 上 位 置 zx 的 空间 信息 消失 了 ,但 是 当 再 做 一 

次 逆 伟 里 叶 变换 后 , 即 由 波 数 和 空间 又 变 到 了 物理 空间 ,这 些 系数 Ci (71) 又 和 伟 
T(x) 


C.(0) 


傅 里 叶 变 换 


| 上 In 


45678910 1112 
(a) (b) 


CO(7) 


逆 傅 里 叶 变 换 


| 
1 
1( 
tt 
123456789101112 人 
(d) (c) 
物理 空间 傅 里 叶 空 间 


图 6.2 傅 里 叶 空间 的 不 同方 程 
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里 叶 变 换 的 建筑 块 (正弦 或 余弦 函数 ) 一 起 组 成 每 个 时 刻 上 金属 棒 上 每 一 点 的 温 
度 . 图 6.2(d) 显 示 了 上 述 5 个 时 刻 金属 棒 上 的 温度 T(z,z). 傅 里 时 变换 告诉 
我 们 一 个 函数 是 如 何 由 许多 不 同 频率 (或 不 同 波 数 ) 的 波 组 成 的 ,但 是 它 不 能 告 
诉 我 们 什么 时 间 这 些 波 会 发 射出 来 ,也 就 是 缺少 时 间 本 身 的 信息 . 

在 客观 世界 中 ,有 很 多 现象 是 突然 发 生 的 ,例如 股票 的 暴跌 、 突 降 大 暴雨 等 
等 ,都 是 局 部 现象 ,而 傅 里 叶 变换 将 这 种 局 部 现象 按 正 .余弦 函数 铺 开 到 整个 时 
间 轴 上 ,这 种 局 部 突变 就 不 容易 被 发 现 了 . 

小 波 变换 和 傅 里 叶 变 换 不 同 之 处 在 于 ,小 波 变换 的 建筑 块 是 一 个 可 以 伸缩 
也 可 以 平移 的 局 部 性 母 小 波 g (2) ,这 样 ,一 个 函数 f(z) 的 小 波 变 换 可 以 写成 


fo 
和 光 训 | 几 六 主 # | 70al ee )d, (6. 3) 
其 中 a 是 尺度 . 当 a 大 时 ,表示 尺度 大 ,那么 母 小 波 g 的 形式 就 是 矮 而 胖 , 见 图 
6.3(a) ;而 当 a 小 时 ,表示 尺度 小 ,那么 母 小 波 g 的 形式 是 瘦 而 高 , 见 图 6. 3(b). 
当 信号 f(2) 的 局 部 是 一 个 小 涨 落 时 ,我 们 就 用 高 而 瘦 的 小 波 去 看 它 . 由 于 g 瘦 而 
高 ,在 (6. 3) 式 中 它 和 f(2) 的 乘积 就 使 得 小 涨 落 的 这 种 变化 能 被 看 清楚 . 当 信 号 f 
(1?) 的 局 部 是 一 个 大 涨 落 时 ,我 们 就 用 尺度 a 比较 大 的 g 去 看 它 , 此 时 f 和 g 的 乘 
积 使 放大 倍数 并 不 大 ,由 于 信和 号 的 涨 落 大 ,不 必用 太 大 的 放大 倍数 就 能 看 见 它 . 


(a) (b) 
图 6.3 不 同 尺 度 a 的 小 波 
(a) 大 尺度 ;(b) 小 尺度 


除了 尺度 参数 a 外 ,在 (5. 3) 式 中 还 有 一 个 参数 i, 它 是 信号 (2) 的 时 间 位 
置 .由 于 信号 /2) 在 不 同 的 位 置 g 上 的 状况 (如 涨 落 大 小 ) 不 同 ,我 们 可 以 将 母 
小 波 g 来 回 移动 ,需要 看 信号 的 哪个 位 置 上 的 状况 ,就 把 g 放 在 哪个 位 置 去 看 . 


1 。 
应 当 指 出 ,尺度 参数 a 在 传 里 叶 变换 中 就 相当 于 波 数 & 或 频率 / ,因为 二 就 


是 波长 ,地 就 是 周期 ,所 以 波长 和 周期 就 分 别 是 (6. 3) 式 中 的 空间 尺度 和 时 间 尺 


度 a. 因此 , 伟 里 叶 变 换 将 信号 f(x) 或 1(1) 分 解 成 不 同 波长 或 不 同 周期 的 正 、 
余弦 波 的 全 加 ,波长 或 周期 不 同 ,就 相当 于 尺度 不 同 . 小波 变 换 的 参数 a 实际 上 
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在 传 里 叶 变 换 中 已 经 有 了 ,但 是 小 波 变换 中 参数 t。 在 傅 里 叶 变 换 中 是 没有 的 ， 
这 里 的 to。 表示 时 间 位 置 . 傅 里 叶 变 换 难 以 回答 的 问题 , 即 不 同 尺度 波长 或 周期 
tn a nit to dh 回答 . 很 多 读者 往往 看 到 
小 波 变换 很 新 鲜 ,愿意 去 用 它 , 但 只 用 一 参数 a 去 找 f(z) 或 f(?) 中 的 主 
波长 或 主 周期 ,这 种 必要 性 不 是 太 大 ,更 应 Neth 这 个 参数 . 研 
究 事物 的 演化 就 是 要 问 事物 在 某 一 时 刻 to 的 状态 . 

在 本 章 的 后 面 将 会 看 到 ,用 t 这 个 参数 可 以 判断 信号 (四) 是 在 何 时 发 生变 
化 的 . 


$ 6.2 小 波 变换 的 标 度 不 变性 


小 波 变换 之 所 以 常用 来 分 析 分 形 现象 ,关键 还 是 在 于 它 的 标 度 不 变性 . 
我 们 在 (6. 3) 式 假设 信号 /() 是 具有 标 度 不 变性 的 分 形 信 号 , 即 
太志， (6. 4) 
其 中 a 是 其 标 度 指数 ,那么 由 小 波 变换 (6. 3) 式 ,对 尺度 a 和 时 间 位 置 都 做 Xa 
和 4zo 的 标 度 变 换 得 到 


十 ce 


本 去 | reos 6 一 全 )dz CB 
我 们 令 
FA (6.6) 
则 (6. 5) 式 可 以 写成 
i , 
a i Y= 过 | QV8 (Ee )dar’) | 


再 由 (6. 4) 式 ,得 


十 se 


i jf ye 人 — ja 
a 
= AT,(a,to). (6.7) 


对 于 固定 的 4, (6.7) 式 说 明 小 波 变 换 T, (a,4) 和 信号 /(1) 具 有 相同 的 标 度 指 
数 , 即 

Ta =a (6.8) 

这 就 意味 着 信号 /(7) 的 标 度 指数 a 可 以 通过 了 (0) 的 小 波 变 换 求 得 : 在 双 对 数 坐 

标 (lna,lnT, ) 中 选取 不 同 的 a 和 求 得 的 T,, 拟 合 出 的 直线 的 斜率 就 是 信和 号 f (1) 

的 标 度 指数 a, 见 图 6.4. 图 6.4 的 信号 是 湛 流 信号 . 人 


的 斜率 是 :a 一 广 , 正 是 第 五 意 论述 :的 赫 斯 特 指数 也 = 二 
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图 6.4 小波 变换 Ti (a) 随 尺度 a 的 变化 
对 于 跨越 好 多 尺度 的 分 形 信号 f(7) ,用 小 波 变 换 求 其 标 度 指数 是 一 个 实用 
的 方法 . 
8$ 6.3 常用 的 小 波及 卷 积 的 含义 


目前 常用 的 小 波 函 数 g(t) 有 以 下 四 种 : 
(高 斯 小 波 . 它 是 高 斯 函数 一 e。 的 一 阶 导数 , 即 


g(t)=te 7,， (6. 9) 
见 图 6. 5(a). 
(2) 墨 西 哥 帽 小 波 . 它 是 高 斯 函数 一 e。 7 的 二 阶 导数 , 即 
12 
g(t)=(1—t:)e 三 ， (6. 10) 
见 图 6. 5(b). 
(3) 哈 尔 (Haar) 小 波 . 此 时 
1 
和 0<1<F， 
g(t)= i <i<1, (6.11) 
0， 其 他 ， 
见 图 6. 5(c). 
(4) 葛 莱特 (Morlet) 小 波 .此 时 
g(t)=— ehe 7， (6. 12) 
A 


其 中 /是 中 心 频率 ， 它 是 一 个 复数 小 波 ,图 6.4(d) 是 它 的 实 部 ，(6. 12) 式 中 的 
。 4 是 黄 莱 特 小 波形 式 的 高 斯 包 络 线 . 
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al?) 8(1) 


(a) (b) 


S(1) aln) 


(0) ' (d) 


~ 


图 6.5 四 种 小 波 
(a) 高 斯 小 波 ;(b) 墨西哥 帽 小 波 ;(c) 哈 尔 小 波 ;(d) 莫 莱 特 小 波 


这 四 种 小 波 都 有 局 域 性 ,它们 只 在 1 的 一 个 小 范围 内 有 值 ,而 在 这 个 范围 外 
为 零 . 这 类 似 于 天 线 有 一 个 主因 ,能 保证 接收 天 线 把 信号 的 主要 部 分 接收 到 . 
而 这 种 小 波形 式 也 使 它 在 位 置 上 能 将 t。 附近 的 信号 看 得 清楚 . 图 6. 5 四 种 
小 波 的 图 像 类 似 于 孤立 波 和 冲击 波 , 这 两 种 波 都 是 局 域 性 的 . 

在 数学 上 小 波 变换 (6. 3) 式 的 形式 是 一 种 卷 积 : 


fx*g(t) = | fa — wau, (6 13.) 


为 此 我 们 要 介绍 一 下 卷 积 fx g 的 物理 含义 . 
假设 一 个 单 色光 源 , 它 的 强度 是 f ,波长 是 4, 那 么 理想 的 分 光 计 测 出 的 单 色 
的 功率 谱 密 度 是 
JSGA 一 Mo )， (6. 14) 
其 中 6 函数 满足 


十 cx 


| scndz = (6.15) 


见 图 6.6(a). 但 是 实际 的 分 光 计 测 出 的 单 色光 的 谱 是 一 条 连续 曲线 
ER 一 7 (6. 16) 
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(a) 


6(4—4,) 


(b) 


7 人 4-4o) 


图 6.6 单 色光 的 谱 
(a) 进来 的 单 色光 ;(b) 分 光 计 测 出 的 单 色光 


见 图 6. 6(b) ,其 中 g (4) 称 为 仪器 函数 . 为 了 保证 仪器 测量 的 精度 , 它 应 该 有 


十 co 


| ewWa 一 1. (C6, 17» 


因此 ,一 个 8$ 函数 通过 光谱 仪 后 被 铺 开 ,也 就 是 加 以 了 平滑 . 
现在 若是 一 个 强度 为 (4) 的 连续 谱 光 源 输 入 ,那么 分 光 计 测 出 的 是 什么 ? 
我 们 设 无 穷 小 的 波长 间隔 ,那么 f(Xo)da 可 视 作 波长 为 1 的 单 色光 ,因此 分 
光 计 的 输出 光谱 为 
f Mo)g A—Ao) dAo, 
此 时 连续 光谱 输出 的 总 功率 为 


| rooga 一 id. (6. 18) 


将 (6.18) 与 (6. 13) 式 对 照 ,(6. 18) 式 实际 上 就 是 源 强 FA) 和 仪器 函数 g(4) 的 卷 

积 . 这 样 从 图 6. 6 看 出 , 卷 积 实际 上 是 对 信号 的 平滑 , 即 用 仪器 函数 对 7CA) 加 权 

平均 . 为 了 更 清楚 地 说 明 卷 积 的 意义 ,我 们 举 两 个 例子 . 
(1)g(z) 是 图 6.8(a) 的 形状 , 70) 是 箱 函 数 ， 

1， 0z#<1; 

0， 其 他 . 

箱 函 数 也 称 为 哈 尔 标 度 函 数 , 见 图 6.7. 图 6.8(a) 是 函数 g(z),&g( 一 已 则 是 图 6.8 

(a) 的 g(w) 对 纵 轴 的 反射 , 见 图 6. 8(b) ,而 (6.13) 式 中 g(t 一 是 将 图 6. 8(b) 的 


GOD 一 (6. 19) 
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&( 一 z) 图 像 向 右 移 上 个 单位 , 见 图 6.8(c). 由 于 Fo 在 [0,1] 范 围 内 的 值 为 1， 
所 以 f(w) 和 g(t 一 wu) 的 值 相 乘 只 在 L0,1j] 范 围 内 有 值 ,在 这 个 范围 外 为 零 ， 因此 
卷 积 fx g 就 是 乘积 f(u)g (1 一 wu) 曲线 下 的 面积 . 图 6.9(a) 一 (e) 显 示 了 不 同 : 
情况 下 的 卷 积 . 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


0 


图 6.7 哈 尔 标 度 函 数 


。 g(-u) 


0 u 0 u 
(a) (b) 
\ : &(I-u) 
0 1 u 
(c) 


6.8 g(u),g( 一 u) ,g(t 一 u) 的 图 像 (10) 


(2)f(w) 和 g(u) 都 是 箱 函 数 (6.19) ,现在 求 卷 积 fx g. 

和 (1) 相 同 ,我 们 必须 把 箱 函 数 对 w=0 轴 反 射 然后 移动 1 个 单位 图 6. 10 
Ca) 表示 1<0 时 , 箱 函 数 (右边 ) 经 过 反射 后 再 向 左 移 1 个 单位 的 箱 函 数 (左边 ). 
从 图 6. 10(a) 看 出 ,由 于 原来 的 箱 函 数 ( 右 边 ) 和 左边 的 箱 函 数 相互 隔 开 .因而 它 
们 的 乘积 为 零 , 即 :<0 时 fx g 一 0. 

当 0<1<1 时 ,反射 后 箱 函 数 向 右 移动 1 个 单位 ,和 原来 的 箱 函 数 重 闪 的 部 
分 用 黑 影 表示 , 见 图 6. 10(b). 它们 的 面积 为 六 即 fx g==t， 对 于 1 声 1 壹 2, 反射 
后 箱 函 数 向 右 移 1 个 单位 ,仍然 和 原 箱 函 数 重 每 ,用 黑 影 表示 , 见 图 6. 10(c)， 
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f(u) 


图 6.9 曲线 下 的 面积 是 卷 积 
(a) 过 0;(b) :一 0 但 接近 于 0;(c) t=0;(d) 上 之 0;(e) 上 之 0 但 接近 于 0 


&(1 一 1) 2(u) 
(a) 


(C) 
图 6.10 两 个 箱 函 数 的 卷 积 


(at<0;(b)0 和 :一 1;(c)1 过 :一 2 
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它们 的 面积 为 2 一 上 注意 :一 1 时 , 面 
积 仍 是 1. 一 旦 t>2, 这 两 个 箱 不 再 重 
又 ,因而 卷 积 为 零 . 图 6.11 归纳 了 两 


-1 0 1 2 本 个 箱 函 数 卷 积 的 结果 . 数学 上 图 6. 11 
图 6.11 两 个 箱 函数 的 卷 积 结果 是 一 个 帐篷 函数 
Rs O01, 
rele ls (8 20) 
0， 其 他 . 


从 图 6. 11 看 出 ,两 个 箱 函数 卷 积 的 结果 ,在 上 的 两 个 区 间 L0,1J 和 [L1,2] 上 都 是 
平滑 的 直线 . 


$ 6.4 小 波 变换 检 出 t。 处 信号 的 突变 性 


小 波 变换 的 独到 之 处 在 于 它 有 一 个 时 间 ( 或 空间 ) 位 置 的 参数 点. 一 个 多 尺 
度 的 信号 f(z) 变 化 是 非常 剧烈 的 . 傅 里 叶 变 换 中 没有 这 个 参数 . 由 于 使 用 正弦 
和 余弦 这 种 全 局 的 基 函 数 , 因 而 传 里 叶 变 换 的 结果 是 使 信号 f (71) 全 局 铺 开 ,将 
变化 剧烈 的 信号 平滑 化 了 . 而 小 波 变换 中 的 g(z) 是 局 域 的 ,可 以 将 g(t) 平 移 到 
所 研究 的 时 间 位 置 m ,并 按照 a 的 大 小 来 调整 放大 倍数 . 这 样 ,信号 jz) 在 每 个 
时 间 位 置 t。 上 的 状况 都 可 以 显示 出 来 . 

下 面 我 们 举 一 个 信号 的 例子 :了 (2) 在 一 段 时 间 内 为 常数 1, 突然 在 时 间 位 置 
C 处 ,下 降 到 一 个 负 常 数 f(1) 二 一 1, 见 图 6. 12(a). 下 面 我 们 用 墨西哥 帽 小 波 来 
示意 说 明 它 为 什么 能 检 出 C 处 信号 的 突然 变化 . 我 们 将 墨西哥 帽 小 波 放 在 时 间 
位 置 A 处 ,由 于 该 处 信号 是 正 值 ,而 墨西哥 帽 的 顶部 为 正 值 ,因此 信号 对 小 波 的 
乘积 对 小 波 变换 的 贡献 为 正 , 而 墨西哥 帽 的 下 帽 榴 部 为 负 , 因 此 信号 对 小 波 变换 
的 贡献 为 负 ， 我 们 用 “十 ”号 或 “一 ”号 标记 在 图 6. 12(b) 上 表示 对 小 波 变换 的 贡 
献 . 由 于 “十 ”,“ 一 ”贡献 抵消 ,因此 在 A 处 T, 二 0, 当 A 向 B 处 移动 时 小 波 变换 
不 断 改变 它 的 值 .类似 , 当 墨西哥 帽 小 波 移动 到 B 处 ,它们 对 小 波 变换 贡献 的 
“十 ”“ 一 ”号 也 列 在 图 6. 12(c) 上. 从 图 上 看 出 , 离 C 点 不 远 的 B 处 对 小 波 变换 
的 贡献 是 "十 ” 在 由 B 移 到 C 的 过 程 中 贡献 为 "十 ”的 值 由 最 大 逐渐 减 小 . 但 是 
当 把 墨西哥 帽 小 波 移 至 突变 点 C 处 后 ,C 处 左边 有 “十 "贡献 ,也 有 “一 "贡献 ,C 
处 的 右边 同样 有 "十 ”贡献 ,也 有 "一 ”贡献 . 一 般 都 要 求 


| ecod 一 0， 《6. 21) 


即 母 :小波 的 平均 值 为 零 , 因 此 在 C 处 的 左边 和 右边 , 黑 西 哥 帽 “十 "贡献 的 面积 
和 “一 ”贡献 的 面积 相等 , 这 样 ,在 突变 点 C 处 ,小 波 变换 的 值 为 零 , 参 看 
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fn) 


(b) 


图 6.12 小 波 变换 检 出 信号 突变 的 示意 图 
(a) 一 个 突然 下 降 的 信号 Fi);(b) 一 (e) 信号 的 不 同位 置 对 小 波 变换 的 贡献 ; 
(f) 在 突变 点 C 处 小 波 变换 的 变化 


图 6. 12(d). 而 刚刚 过 了 突变 点 后 的 D 处 对 小 波 变换 积分 的 贡献 有 三 块 “ 一 ”， 
一 块 “ 十 ”, 因 此 总 的 是 负 贡 献 , 见 图 6. 12(e). 我 们 将 C 处 左右 小 波 变 换 的 变化 
示意 图 列 在 6.12(f) 上 . 它 说 明 若 用 墨西哥 帽 作 为 母 小 波 , 小 波 变换 由 正 值 穿 过 
零点 变 成 负 值 ( 或 由 负 值 穿 过 零点 变 成 正 值 ) ,小波 变换 的 零点 处 就 是 信和 号 的 突 
变 时 间 . 这 再 一 次 说 明 小 波 变换 中 时 间 位 置 i。 这 个 参数 对 描述 信号 的 时 间 变 化 
是 非常 重要 的 . 总 之 ,如 果 用 墨西哥 帽 作 母 小 波 ,那么 信号 小 波 变换 的 零点 就 是 
突变 点 ， 

不 同 的 小 波 不 一 定 都 以 小 波 变换 的 零点 为 信号 的 突变 点 . 上 节 列 出 的 四 种 
母 小 波 不 外 平分 为 两 种 :图 6.5 的 (b) 和 (d) 属 于 孤立 波 型 ;图 6.5 的 (a) 和 (cy) 
属于 冲击 波 型 . 下 面 我 们 来 说 明 , 对 这 两 种 不 同类 型 的 母 小 波 , 判 别 信号 突变 
的 方法 不 同 , 一 个 是 用 小 波 变换 的 零点 ,如 图 6.12(f), 另 一 个 是 小 波 变换 的 
最 大 值 . 

若 用 p(t) 表示 高 斯 函数 


2 


p(t) = Oe 和 
那么 (6. 3) 式 中 的 母 小 波 g(0) 可 以 取 如 下 两 种 中 的 任何 一 种 , 即 pg(2) 的 一 阶 导 
数 和 gp(4) 的 二 阶 导数 : 


(6. 22) 


有 (一 办 一 他， (6. 23) 
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2 2 
有 (一 和 (1 一 2)e (6. 24) 


下 面 我 们 来 证 明 (6. 3) 式 中 的 小 波 变 换 T 正比 于 由 9 平滑 后 的 函数 fx gy 的 一 
阶 导 数 ( 和 若 用 go 作为 母 小 波 ) 或 二 阶 导数 ( 若 用 gz (59 作为 母 小 波 ) ,其 中 


1 
pl) B ' (6. 2 人) 


十 cx 


fx*xg(t) = | fg — wau (6. 26) 


表示 卷 积 ， 由 (6. 3) 式 , 若 以 gi (1) 作 为 母 小 波 , 则 


=af (fxp). (6. 27) 
同 理 可 以 证 明 , 铬 以 g;(z) 作 为 母 小 波 , 则 
dd 

T=a Tf * pe). (6. 28) 


在 (6.27) 式 中 ,我 们 用 了 卷 积 与 微分 运算 可 交换 的 性 质 . | 

由 (6. 27) 和 (6. 28) 式 ,我 们 可 以 利用 T, 的 最 大 值 或 T, 的 零点 来 判断 信号 
f (2) 的 突变 点 . 图 6. 13 中 ,设想 在 t。 和 ts 位置 上 信号 f() 发 生 突变 ,那么 f(7) 
x gs 就 相当 于 把 信号 进行 了 平滑 ,平滑 后 的 信号 在 io 和 处 就 变 成 了 拐点 ,而 
根据 (6. 27) 式 ,小 波 变换 T, 正比 于 fx gq 的 一 阶 导 数 , 拐 点 处 的 一 阶 导 数 最 大 、 
所 以 , 奉 用 g1(7) 作 为 母 小 波 ,T, 若是 最 大 值 , 则 时 间 位 置 i。 和 1s 就 代表 信号 
j 丰 0 的 突变 点 , 见 图 6.13(c). 同 理 , 根 据 (6. 28) 式 ,T, 正比 于 fx gy, 的 二 阶 导 
数 , 而 抛 点 处 的 二 阶 导 数 为 0, 因 此 , 若 用 gs (作为 母 小 波 , 在 io。 和 zs 位置 上 
穿 过 零点 , 则 代表 信号 f() 在 该 时 间 位 置 上 存在 突变 点 , 见 图 6.13(d). 
图 6. 12(f) 正 是 用 墨西哥 帽 g;(7) 作 为 母 小 波 , 所 以 T, 穿 过 零点 是 突变 点 . 

一 般 来 说 ,多 尺度 信号 /oO) 的 突变 现象 是 普遍 的 . 在 小 波 变换 时 ,由 于 有 时 
间 位 置 m 这 个 参数 ,就 可 能 根据 T 的 最 大 值 或 零点 来 判断 信号 太 O) 的 突变 点 
的 时 间 位 置 ,这 对 寻找 (0) 的 变化 规律 和 预测 均 有 很 大 好 处 . 
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1 
1 1 
(a) A Fe 
1 1 
1 1 1 
1 1 1 
| | | 
) 1 | 
b) flD*p,(D) a , | 
1 1 
| | o 
a 1 
1 
d 1 
村 [AD)*9,(D)] 


(到 Dr] 


一 


(C 


— 


6.13 信号 f(t) 突 变 点 的 判断 
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$ 6.2 已 经 说 明 小 波 变换 和 分 形 联系 在 一 起 ,主要 是 因为 它 也 具有 标 度 不 
变性 . 下 面 来 看 一 下 哈 尔 小 波 (图 6. 14). 
从 图 6. 14 的 哈 尔 小 波 看 出 , 它 是 两 个 哈 尔 标 度 函 数 相 减 的 结果 : 


1 ， 6 二 


2 
g(t)=9p(20) — 9p(2t—1)= _1， <i<1, (6. 29) 
0， 其 他 ， 
] 0(1) : 0(20) 
1 
和 of 工 
2 
二 一 ] 


图 6.14 蛤 尔 小 波 是 两 个 标 度 函数 相 减 
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其 中 
w=/ < 
9 是 其 他 
是 哈 尔 标 度 函数 , 它 就 是 箱 函 数 (6. 19) 式 . 由 (6. 30) 式 ,显然 有 


1 
1, 0 寺 1 过 二 ， 

co-| 2 
0， 其 他 ， 


(6. 30 ) 


(6 31) 


因此 p(2D) 的 尺度 是 p(D 尺 度 的 一 半 . 而 g(2: 一 ) 显 然 是 pg(2D) 向 右 移 记 的 结果 . 


下 上 AT， 
gp(21—1)= 2 

0， 其 他 . 

由 (6. 29) 式 可 以 得 到 小 波 变换 (6. 3) 式 中 的 母 小 波 ,表达 式 中 的 


13 ttt 
gs(—)= 
a —]s bt st<to ta, 
0， 其 他 . 


(6. 32) 


(6. 33) 


哈 尔 标 度 函 数 pg(z) 则 是 它 的 一 半 尺 度 的 标 度 函 数 pg(2t) 和 gp(21 一 1) 相 加 的 结 


果 , 即 
9(1)=p(21) To(2t—1) ， 
见 图 6. 15. 


0O(D) 0(20) 9p(21-1) 


0 1 0 12 © ji 
图 6.15 哈 尔 标 度 函数 是 两 个 标 度 函 数 的 相 加 


(6. 34) 


了 哈 尔 标 度 函 数 的 尺度 变换 很 明显 ,p(21) 的 尺度 是 pg(1) 的 一 半 ,g(21 一 1) 是 
2(21) 向 右 移 半 个 单位 ,因此 哈 尔 标 度 函数 (2) 和 哈 尔 小 波 gz 用 起 来 很 方便 . 


$6.6 随机 函数 的 哈 尔 标 度 函数 表示 


分 形 的 特征 是 处 处 连续 而 不 可 微 ,而 且 和 常常 大 小 不 同 的 涨 落 都 是 突 跳 式 的 . 
图 6. 16 显示 的 是 一 维 随 机 变量 x (0) 随 时 间 :的 变化 . 这 就 使 我 们 想起 哈 尔 标 
度 函 数 (6. 30) 式 ， 函数 gC 一 1),g(1 一 2),…,g(1 一 有 ) 分 别 是 pg(1) 向 右 移 
1,2,… ,kk 个 单位 的 函数 ,所 以 和 图 6. 16 类 似 的 函数 f(D) ( 见 图 6.17) 可 以 写成 
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xX 
20 
0 
0 
图 6.16 一 维 随机 变量 是 由 一 些 确定 性 的 突 跳 函 数组 成 
140 
130 
120 
110 
图 6.17 函数 f(1) 
f(2)=1109(t)+100¢9(t—1)+1209(t—2)+140g(t—3) 
十 130g(1 一 4) 十 100g(t 一 5) 十 100g(t 一 6). (6. 35) 
一 般 地 ,f(?) 可 以 写成 
f(D) = Sawptt—A), (6. 36) 
k 


其 中 有 是正 数 ,a; 是 系数 . 由 于 当 j 关 & 时 ,y(t 一 j) 和 g(t 一 k) 这 两 个 函数 永 不 


6.18 op(t—j) 和 9(t—k) (jk) 


相交 ( 见 图 6.18) ,所 以 它们 的 内 积 


ww 一 PgG 一 Pd =0 (6. 37) 


| pp — hd 


= [Ba 
At 十 1 


= [p(t—hdt = | iu = 1， (6. 38) 


k 
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因而 函数 集合 {g(t 一 k)} 是 正 交 的 , 且 线 性 无 关 . 
实际 上 分 形 的 随机 函数 不 必 像 图 6. 17 a ed en 


位 所 组 成 ， 也 可 以 每 次 平移 半 个 整数 土 ， tl， 士 六 ,甚至 平移 二 整数 ,如 士 


二 , 士 却 ,十 Te . 为 此 我 们 来 看 函数 p(21) ,pg(47)， eg 


人 0 之 2 过 1 或 0 过 ;一 工 ， 
2(20) 一 


2 (6. 39 ) 
0， 其 他 ， 
所 以 p(20) 的 尺度 是 p(t) 尺度 的 一 半 , 见 图 6.19(a). 同样 p(40) 一 p(220) 是 gp(1) 


尺度 的 子 , 见 图 6. 19(b). 类 似 地 ,gp ( 亏 ),p (并 的 尺度 分 别 是 pC) 尺度 的 2 信 
和 4 倍 , 见 图 6.19(c),(d). 由 于 
pC21 一 D=g|2(: 一 去 )] (6. 40) 

所 以 pg(21 一 1) 是 (22) 回 右 移 半 个 单位 .一般 地 ,p(2: 一 &) 是 8(20) 向 右 移 字 个 
单位 ( 当 A 是正 整 数 ) 或 向 左 移 全 个 单位 ( 当 是 负 整数 )， 

f(D = 3g( 言 +1)+28( 志 一 1)+e( 志 一)， 

fz(t) = Dre (这 = (6. 41) 

0 =— 29(2t+ 3) 十 2 有 — 3p9(22—1)+ 3¢9(2t— 4), 


3 
f(D) = DD Tp161—k) 
k=1 


的 图 像 . 函数 广 中 9( 襄 ) 表 示 尺 度 是 pCi) 的 8 售 . p( +1)=¢( 。 (1+8) ) 表 示 


9 人 ( 言 ) 向 左 移 8 个 单位 ,9( 意 -1) 是 9( 言 ) 向 右 移 8 个 单位 p( 言 一 2) 一 


S 


S 
Ep 


(4 一 16) ) 是 pg( 襄 ) 向 右 移 16 个 单位 函数 /中 的 g( 记 十 1).q( 地 和 


一 1),p ( 记 一 2) ,它们 的 尺度 都 是 p(t) 的 2 倍 ,9 (去 十 1),p (二 一 1 


-6 
cm vu|~ 


一 2 ) 分 别 是 g( 去 ) 向 左 移 2 个 单位 、 向 右 移 2 个 单位 和 右 移 4 个 单位 ./ 
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图 6. 19 


(a) 2(21);(b) p(4t) ;C0) 8g( 去 );(d) (二 ) 


blwHFH----- 


z|--- 


图 6. 20 
Ca) fi1 (21) ;Cb) PFC;Cc) fa3Ct) ;Cd) CO) 


中 的 8(20) 的 尺度 是 92) 的 一 半 ， 9(24 十 3) 一 9| 2(: 十 总 ) ] 是 p(207 向 左 移 之 个 
单位 . 类 似 地 ,gp(2: 一 1) 和 pg(21 一 4) 分 别 是 pg(2) 向 右 移 半 个 单位 和 2 个 单位 ， 
广 中 的 pg(160) 表 示 尺寸 是 w(D) 的 二 ,9g(16( 一 1) ,9(16: 一 2),9(16! 一 3 表示 


8(160) 分 别 向 右 移 j5, 言 和 计 个 单位 ， 


和 (6.37) 式 类 似 , 当 kk 关 1 时 ,gp(274 一 k) 和 gp(2'1 一 1/) 是 正 交 的 ,所 以 (2) 可 
以 表示 成 
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f(D) = >akp(21 —&). (6. 42) 
k 
将 (6.42) 和 (6. 36) 比 较 看 出 ,现在 (6.42) 中 的 尺度 是 p(2) 尺 度 的 方 ,而 (6. 36) 


中 p(w) 的 尺度 是 而 一 1. 


从 图 6. 20 的 横 坐 标 看 出 ,图 中 的 四 个 函数 在 (6.42) 式 中 的 7 分别 是 j= 


一 3,j 一 一 1, j==1 和 7 一 4. 它们 的 尺度 分 别 是 p(w) 尺度 的 8 倍 ,2 倍 ,到 和 16 代 . 


为 了 使 正 交 函数 pg(2’1 一 &) 归 一 化 ,常常 以 
Git —27 p21 —k) (6. 43) 


来 代替 pg(27t 一 &) ,此 时 ， 
Jo Dh:=2 gc2 oa) N=2 。2 一 一 1. 
同样 ,对 于 哈 尔 小 波 函 数 (6. 29) ,我 们 定义 


gin(t)=27 g(2it—k) (6. 44) 
为 新 的 哈 尔 小 波 函 数 . 由 (6. 29) ,我 们 得 到 
了 ks 
7 ， 0 委 2 一 人 < 也， 
2 了 g(2it—k)= 二 1 pl, (6. 45) 
2 2 
0， 其 他 . 


我 们 将 (6. 45) 式 中 右 端 第 一 个 不 等 式 每 项 加 上 ,得 到 
k<21< 志 十， 
即 
2 记过 1 过 2- 访 十 2-5+D， 
同样 ,(6. 45) 式 第 二 个 不 等 式 也 有 
2- 庆 十 2-04D Ct 过 2- 访 十 2 
这 样 ,(6. 45) 式 可 重 写成 


条 2- 庆 二 1 二 2- 航 十 2=0+D ， 
gji,k(t)= 一 考 ， 2 A Gt eg ye yy 肛 (6.46) 
Qs 其 他 . 
下 面 举 三 个 例子 . 
(1) 取 
gi,_2(t)=2tg(211+2) =V2g(20+1)). (6. 47) 


它 表 示 g() 的 尺度 收缩 一 半 , 然 后 向 左 移 一 个 单位 , 见 图 6. 21(a). 
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(2) 取 


ga(D) =—2 te(f—4)=38 (F016)). (6. 48) 


它 表示 g(t) 尺 度 放大 4 个 单位 ,然后 向 右 移 16 个 单位 , 见 图 6. 21(b). 
(3) 取 


gs (0) =24g(164+5) =4g (16 (+)). (6. 49) 


它 表示 g(t) 尺 度 收缩 16 倍 ,然后 向 左 移 记 个 单位 , 见 图 6. 21(c). 


| 

! 1 
@—O 二 将 
(5) 


图 6.21 三 个 g(t) 函数 的 图 像 
(a) 81, 2(1);(b) Eg-2,4(t);(c) By,=5(t) 


这 样 ,任何 函数 都 可 以 按 小 波 函 数 gj 展开, 例如 
f1(t)= 2g 2,1(t) — 6g8-21(t) + 4g-2.2(t) 


= 下 [于 十] 一 和 (二 一 1 十 喇 ( 二 一 让， (6. 50) 
Po =16e(e(e+ 二 ))- sa(a(r+))r ta(e(e+t)) 
—g(s(:+)) (6. 51) 


见 图 6. 22. 
在 (6.36) 和 (6. 42) 式 中 , 若 系数 as 是 一 种 随机 分 布 的 函数 序列 ,那么 就 可 
以 得 到 一 个 随机 函数 . 正 是 (6. 36) 式 和 (6. 42) 式 中 函数 9 的 局 部 性 使 这 种 展开 
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比较 “经 济 ”, 只 要 较 少 量 的 几 个 基底 就 能 描述 /xz) 了 . 


图 6.22 函数 的 小 波 展 开 
(a) f1(2);(b) f2 lt) 


$ 6.7 蛤 尔 标 度 函数 表示 分 形 


哈 尔 标 度 函 数 (6. 30) 式 的 g(t) 既 具有 尺度 伸缩 的 功能 ,又 具有 平移 的 功 
能 ,这 当然 是 拥有 自 相 似 结构 的 分 形 现象 的 特点 ,因此 许多 分 形 现象 能 用 哈 尔 标 
度 函 数 来 表达 . 


大 家 知道 , 康 托 尔 集合 的 原来 尺度 是 1 ,而 后 来 分 出 来 的 尺度 各 为 
为 p(3) 就 是 p(t) 尺度 的 村, 且 9(34 一 2) 就 是 将 原来 二 尺度 区 间 | 0, 寺 | 向 有 移 
3 的 结果 ,所 以 康 托 尔 集合 就 可 以 用 哈 尔 标 度 函数 表示 为 


92(Cb 一 PC31) 十 (3 一 2). (6 52) 
由 (6. 30) 式 ,有 


1， 当 0<31<1( 即 0 过 :过 二 )， 
.0 3 (6. 53) 
0， 其 他 ， 
1， 当 0<3: 一 2<1( 即 人 < 一 1)， 
p(3! 一 2) 王 3 (6. 54) 
0， 其 他 ， 
所 以 (6.52) 式 中 的 右 端正 好 是 康 托 尔 集合 的 第 一 次 分 割 . 
在 在 (6. 52) 式 中 令 变 换 :一 31, 则 有 
2(030) 一 p(9t) 十 (9 一 2). (6. 55) 


(6. 55) 式 右 端 第 一 项 的 尺度 是 g(7) 的 地 , 右 端 第 二 项 是 将 第 一 项 向 右 移 之 个 单 
位 ,因此 
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1 0 二 :二 二， 
o(91) 一 9 


0， 其 他 ， (6. 56) 
2 | 
ls 二 委 ! 上 一 一 ， 
wor 9 3 
0， 其 他 . 


(6. 56) 式 的 右 端 就 代表 [0, 广 ] 委 所 分 出 的 两 段 | 0, 言 ] 和 | ' 计 | 
若 将 (6. 52) 式 中 的 改 成 3 一 2, 得 到 
p(3t 一 2) 一 p(9: 一 6) 十 p(9t 一 8)， (6. 57) 
那么 (6. 57) 式 右边 第 一 项 和 第 二 项 分 别 是 


2 f 
1s 盖世 1 过 一 ， 
seo-| 3 9 
0， 其 他 ， (6. 58) 
Ts je 
gp(9t—8)= 9 
0， 其 他 . 


因此 (6. 58) 式 就 是 | 子 ,1 ] 段 所 分 出 的 两 段 | 了 ,本 | 和 [1]. (6.56) 和 (6. 58) 合 


起 来 正 是 康 托 尔 集合 第 二 次 分 裂 出 的 长 度 为 于 的 四 段 以 此 类 推 , 康 托 尔 集合 均 
可 以 用 标 度 函数 来 表示 . 


$ 6.8 二 维 哈 尔 标 度 函数 


我 们 将 一 维 哈 尔 标 度 函 数 


1 信和 总 这 1s 1 
pCD=|， a (6. 59) 
推广 到 二 维 , 得 到 二 维 哈 尔 标 度 函 数 ( 也 称 为 阶 跃 
函数 ) 
1,; Ox<l0<y<l, 
pr = 入 汪 ， (6.60) 0 


见 图 6. 23. 它 就 像 一 个 方形 的 积木 块 ， 和 一 维 类 图 6.23 二 维 标 度 函 数 建筑 块 
似 , 尺 度 是 p(xz,y) 一 半 的 积木 块 

1 1 
L's 0<xr<F,0<y< 7 (6. 61) 


or 2 
0， 其 他 ， 
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1 ee yseT。 
p(2z,2y 一 1) 一 2 (6. 62) 
0， 其 他 ， 
5 Ep 
gp(2x—1,2y—1)= 2 2 (6. 63) 
0， 其 他 ， 
J Ll de gt, 
p(2x—1,2y)= 2 2 (6. 64) 
0， 其 他 
构成 二 维 分 形 信号 f(x,y) 的 基本 建筑 块 , 见 图 6. 24. 一 个 二 维 函 数 
zy) 一 9p(2z,2y) 十 7(2z,2y 一 1) 
十 5p(2z 一 1,2y) 十 3p(27 一 1,2y 一 1) (6. 65) 
的 图 像 见 图 6. 25. 若 用 一 个 矩阵 表示 函数 (6. 65) ,应 为 
所 
( : (6. 66) 
5 3 


在 表达 式 (6. 65) 中 所 有 四 项 的 尺度 都 是 p(x,y) 的 一 半 , 右 边 第 二 项 是 y 方 向 将 
pg(2z,2y) 癌 前 移 半 个 单位 ,右边 第 三 项 是 p(2z 一 1,2y) 在 工 方向 向 右 移 半 个 单 
位 ,右边 第 四 项 是 g(2x 一 1,2y 一 1) 在 zx 和 y 方向 向 前 移 半 个 单位 . 


9 
. 
(a) (b) 
(c) 


(d) 


图 6.24 二 维基 本 建筑 块 图 6.25 函数 (6.65) 的 建筑 块 


该 矩阵 的 第 一 行 表示 方向 ,第 二 行 表示 y 方向 ,第 一 行 第 一 个 元 素 表 示 
尺度 为 去 的 标 度 函 数 p(2z,2y) ,矩阵 的 其 他 元 素 的 标 度 函 数 都 是 第 一 个 标 度 丽 
数 向 右 移 或 向 前 移动 的 结果 ， 


二 维 小 波 函 数 g(x,y) 类 似 于 前 面 二 维 标 度 函 数 g(x,y) 的 构造 ,由 x 方向 
的 一 维 哈 尔 标 度 函 数 和 另 一 维 y 方向 的 哈 尔 小 波 相 乘 得 到 . 例如 ,由 (6. 30) 式 


§ 6.8 二 维 哈 尔 标 度 函 数 


和 (6. 29) 式 ， 
( ) 1 Ge， 
sf 人 
0， 其 他 ， 
Ls 0<y 一 到， 
Os 其 他 ， 


那么 二 维 哈 尔 小 波 函 数 为 
ls 0 委 <1 ,0O<y<< 亏 ， 


g(z,y) 一 PC(Z)E(7) 一 1 1 ， 0<r<1,5<y<1, 


0， 其 他 ， 
二 维 小 波 很 像 一 个 二 维 台 阶 式 的 积木 块 . 


[ 府 

一 ] 
1 1 

(b) 0 0 (c) 
= =] 


四 6. 26 ”二 维 哈 尔 小 波 建 筑 块 


见 图 6. 26(a). 这 种 


又 如 ,将 gCz) 和 op(y) 相 乘 , 得 到 


1， 0<z< 二 ,0<y<1， 
Bg(T,Y)=g(T) p(y) = 1], <r<1l,s<y<1, 
Os 其 他 ， 


见 图 6. 26(b). 它 也 像 一 个 二 维 台 阶 . 
再 如 ,将 g(xz) 和 we 
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(6. 67) 


(6. 68) 


(6. 69) 


(6. 70) 


SCZyy) 王 4 (6.71) 


0， 其 他 ， 
见 图 6.26(c). 这 种 二 维 小 波 好 像 从 前 面 上 台阶 ,然后 又 从 上 面 下 台阶 . 
(6. 69) 一 (6. 71) 式 的 三 种 二 维 小 波 函数 都 是 局 部 冲击 波形 式 的 小 波 ,图 中 积 
木 块 外 的 函数 值 均 为 零 . 图 数 (6. 65) 式 右 


端的 尺度 都 仅 是 g(x,y) 的 却 , 但 是 如 果 函 


数 f(x,y) 都 是 p(x,y) 的 尺度 的 本， 例如 图 


6. 27 的 一 个 函数 fxz,y) ,我 们 可 以 用 和 矩阵 
表示 为 


Sw hm 0 


OO oo 1 OO 
OO DD WW ~ 
MD 上 睛 睛 
M OO 所 


由 于 尺度 都 是 pCz,y) 的 二 ,所 以 矩阵 


《6.72) 对 应 的 标 度 函数 为 
p(47r,4y) op (47z—1,4y) p (4r—2,4y) p (47—3,4y) 
p47xr,4y—1) PC4Zz 一 1,47y 一 1) 5(C4Zz 一 2,4y 一 1) vo(47r—3,4y—1) 
PC47zy437 一 2) PC4Zz 一 1 4y 一 2) op(4r—2,4y—2) DC47z 一 3,47y 一 2) 
p47r,4y—3) PC4Zz 一 1,47y 一 3) p(C4x 一 2,47y 一 3) vp(4r—3,4y—3) 


图 6.27 一 个 二 元 函数 f(x,y) 


(6.73) 
$ 6.9 小 波 变 换 的 最 大 值 


从 图 6. 13 看 出 , 若 用 g107) 作 为 母 小 波 , 小 波 变换 的 最 大 值 代 表 物 理 状态 转 
ee he be red et he ms te 
中 我 们 说 明 , 若 函 数 /oO 是 自 相 似 的 标 度 函数 ,那么 它 的 小 波 变 换 也 是 自 相似 
的 ,现在 我 们 说 明 , 若 Fo 是 带 权 重 户 自 相似 的 , 即 
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大 1 一 加 (AD)， (6. 74) 
那么 小 波 变换 的 位 置 以 及 它 的 模 最 大 值 也 是 自 相 似 的 . 
将 (6.74) 式 代入 小 波 变 换 的 (6. 3) 式 ,得 


-了 [oroosl a. 


令 Y= 二 At , 则 得 到 


十 cc 


和 二 pe )g(: 二 各 六 


9 ep (Aia ,Aito ) 。 (6. 75)》 
AQ 


从 (6.75) 式 看 出 ,位 置 mw 和 max(T, (a,to)) 也 都 具有 自 相 似 关 系 . 这 样 我 们 就 
可 以 用 小 波 变换 模 最 大 值 来 揭示 函数 的 标 度 性 质 . 
传统 的 康 托 尔 集合 和 迭代 函数 系 ( 见 (2. 29) 式 ) 相 联系 , 见 图 2. 13. 若 设 原 
来 的 长 度 为 1 的 康 托 尔 集合 的 质量 就 是 1, 则 其 一 小 段 dz 的 质量 为 
di 一 1dz， (6. 76) 
整个 棒 的 质量 就 是 


1 
= | =1. (6.77) 


若 把 这 个 线段 分 成 两 段 [0, 序 | 和 | 也,1 ], 则 它们 的 质量 分 别 为 


| (6.78) 
赔 圭 |an = p:， 
2 
且 
力 十 加 一 1. (6. 79) | du (x) 
C+ 0 
这 样 不 断 分 下 去 ,各 个 层次 的 康 托 尔 集合 
的 质量 分 别 为 户 ,pipz,pzp! 和 ps” , 见 图 1 n = | dp 
6. 28. 图 6. 28 中 dp ,dm ,dz ,… 是 康 托 pp 5 
尔 集合 各 层次 每 一 小 段 的 测度 . 直下 A dp 


未 托 尔 测度 能 PR 7 
康 托 尔 测度 的 魔鬼 楼 梯 函 数 为 图 6.28 带 有 权重 的 康 托 尔 集合 测度 
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第 六 章 小 波 ( 子 波 ) 变 换 


开关 三 Ja Ca , 


0 


(6. 80) 
其 中 dw- 是 康 托 尔 集合 区 间 分 为 cc 个 小 段 时 测 


度 . 图 6.29(a) 的 上 图 是 取 pi 二 
0.5, 思 一 0.5 计算 出 的 魔鬼 楼 梯 . 图 中 横 坐 标 是 i, 纵 坐标 是 fC2) 
由 于 jz) 是 连续 函数 , 且 具 有 自 相 似 性 


pi FC31)， 着 谍 |%, 屯 |， 
FFCD 一 4 ， 着 既 | 寺 : 宇 |， (6. 81) 
「 2 
p11 一 2):。 和 让 3 了， 
那么 


1 
了 (的 小 波 变换 和 模 最 大 值 也 是 自 相 似 的 . 图 6. 29(a) 的 下 图 是 用 (6. 9) 
A(1) 
1 


0.2 0.4 
log, Td max 


log, |7x 


max 


0.4 


,A 
0.6 


1 
; 0.8 
(b) 


图 6.29 康 托 尔 集合 的 魔鬼 楼 梯 及 其 (a) 小 波 变 换 ,(b) 小 波 变换 模 最 大 值 
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式 的 母 小 波 对 f(z) 所 做 的 小 波 变 换 . 图 6. 29(b) 是 小 波 变 换 的 模 最 大 值 线 .从 
图 上 看 出 , 纵 坐 标 中 显示 , 当 尺 度 减 小 3 倍 , 即 对 (37) ,最 大 值 线 的 数目 增加 两 
倍 . 由 于 魔鬼 楼 梯 f(t) 的 各 台阶 的 突变 性 很 容易 通过 (6. 9) 式 作为 母 小 波 的 小 
波 变换 求 得 的 ,所 以 图 6. 29(b) 的 最 大 值 线 正 反映 康 托 尔 集合 一 分 为 二 的 转 
换 点 . 


小 结 
小 波 变换 具有 标 度 不 变性 ,这 和 分 形 的 特征 相 一 致 . 小 波 变换 比 传 里 叶 变 


换 多 了 一 个 时 间 位 置 参数 ,可 以 用 来 判别 函数 的 突变 点 . 哈 尔 标 度 函 数 对 尺度 
有 很 简洁 的 表示 ,因而 是 分 形 函 数 的 简单 表示 式 . 


第 七 章 多 重 分 形 


分 形 现 象 不 但 在 几何 性 质 ( 如 长 度 、 面 积 、 体 积 等 ;上 是 多 尺度 ,而 且 在 物理 
量 上 也 是 多 尺度 的 . 例如 ,气候 变 暧 还 是 变 冷 是 和 时 间 尺 度 的 长 短 分 不 开 的 ,而 
且 冷 或 暧 的 程度 (温度 ) 也 是 差别 很 大 的 . 又 例如 ,全 球 的 地 下 水 区 域 分 布 是 不 
均匀 的 ,是 多 尺度 的 ,而 且 地 下 水 量 也 是 很 不 均匀 的 . 因此 ,在 描述 分 形 时 ,我 们 
必须 将 几何 与 测度 相 联 系 , 这 就 形成 了 多 重 分 形 . 


$7.1 多 重 分 形 的 来 源 及 其 描述 方法 


我 们 在 第 二 章 描述 过 了 康 托 尔 集合 , 它 和 迭代 映射 (2. 29) 式 相 联 系 : 


zu 一 诗 X1 一 Wi(z1)， 1 一方， 
(7 1 
zi 十 本 uCz)， a 
为 了 说 明 均 匀 和 不 均匀 康 托 尔 集合 的 区 别 ,我 们 把 长 度 x, ==1 的 直线 设想 成 质 
量 为 p, 二 1 的 均匀 棒 . 第 一 步 将 棒 切 成 两 半 , 每 一 部 分 的 质量 为 :一方 , 标 


注 在 (7. 1) 式 的 右边 ,然后 再 将 它们 锤 成 长 度 六 各 为 地 的 棒 , 这 样 原来 均匀 棒 的 


线 密度 po 一 名 = 了 ==1 就 变 成 了 线 密度 p, 一代 一] 把 一 六 的 两 段 长 度 为 计 的 小 

棒子 .如 此 重复 分 下 去 ,就 得 到 密度 不 断 增加 ,长 度 不 断 减 小 的 康 托 尔 集合 棱 

( 见 图 7. 1(a) ,图 中 棒 的 高 度 表 示 密 度 )， 这 种 康 托 尔 集合 棒 不 但 区 间 长 度 不 断 缩 

小 ,而 且 棒 的 线 密度 不 断 增加 .对 于 图 7. 1(a) 的 均匀 棒 ,我 们 设 每 一 小 段 的 质量 为 

万 一 7 ， (Ts 2) 

由 于 第 刀 眉 的 长 度 为 3", 质 量 为 (去 ) ,代入 (7.2) 式 ,得 到 每 一 小 段 的 质量 标 
度 指数 为 

二 下， 珊 人 

“” 二 和 有 |(3) | ， ”ln3， Cts DD) 

其 中 N 是 小 棒 的 个 数 ， 所 以 按 分 数 维 的 定义 (2.8) 式 , 求 出 康 托 尔 集合 棒 的 维 

数 为 
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ss rr [Ee PE 
| 上 | 注 | 画 二 本 
人 人 人 人 
(a) (b) 
图 7.1 康 托 尔 集合 棱 
(a) 均匀 ;(b) 不 均匀 
D=—PM ne. (7. 4) 
ln 一 
7 
又 设 段 数 的 标 度 指 数 为 一 f(a) , 即 
N,=r, /°, (7. 5) 
容易 得 到 
2"=(3-") -7, 
f(W = (756) 


(7.3),(7.4),(7.6) 式 的 数值 都 相同 ,这 意味 着 对 于 均匀 康 托 尔 棒 只 要 用 一 个 维 
数 (7. 4) 来 描述 就 可 以 了 . 但 是 , 若 在 将 最 初 的 均匀 棒 分 成 两 段 时 每 段 的 长 度 和 
质量 度 不 一 样 , 例 如 左 段 长 度 ,二 0. 5, 质 量 p 一 0.6, 右 段 长 度 x 二 0.4, 质 量 为 
ps 二 1 一 pp 二 0.4, 如 此 重复 下 去 会 形成 图 7. 1(b) 的 不 均匀 的 康 托 尔 集合 棒 ， 从 
图 7. 1(b) 看 出 ,此 时 不 是 只 用 一 个 标 度 指数 ,一 个 段 数 的 标 度 指 数 f(a) 和 一 
个 维 数 DD 就 能 描述 的 ,必须 要 用 多 个 维 数 才能 将 这 种 不 均匀 的 康 托 尔 集合 棒 描 


述 清楚 . 
图 7.1(b) 中 的 1,2,3,4 小段 的 质量 分 布 是 
pi, ppi, pipe, pz. 《7. 7) 
为 了 反映 这 种 质量 的 不 均匀 分 布 ,我 们 使 用 质量 的 g 阶 甜 : 
SD po rm ， (7. 8) 


其 中 z(g) 是 质量 g 阶 和 矩 的 标 度 指 数 ， 每 一 小 段 质量 按 (7. 2) 式 为 p 王 ,共有 入 
段 ,那么 (7.8) 式 可 以 写成 积分 
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pi = [Es )" No l(a)da 
下 | pl dace 6 (7.9) 


其 中 pla) da 是 da 小 段 的 质量 . 当 一 ~0 时 ,对 上 面积 分 贡献 最 大 的 是 ag 一 f(a) 
的 最 小 项 , 即 


rg)=min(ag— f(a)), (7. 10) 
故 有 
dr(q) 有 
re Cr 113 
或 
df _ 
de Q， C7» 12) 
则 
Tt(g)=a(g)g— f(a(g)), 
(7: 13) 
dr_ da df do 
dg “ 4 4 dg da dg 
由 (7.12) 式 ,上 式 是 
d 记 
dg oq). (7. 14) 


《7. 14),(7. 12) 和 (7. 13) 式 是 描述 分 段 质量 标 度 指数 w, 段 数 标 度 指数 f 和 质量 
9 阶 矩 标 度 指数 (Cd) 的 关系 式 . 
将 第 二 章 的 分 数 维 的 定义 


D i (7. 15) 
ln 一 
加 以 推广 ,得 到 
1 N 
1a op" 
D, = — (7. 16) 
lw 一 


其 中 D, 称 为 广义 维 数 ， 对 于 均匀 分 布 的 分 形 , 由 (7.3) 式 知 P 一 六 ,07 16) 式 当 g=0 
时 ,有 

N 1 0 
nD (N) 


D, 
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这 就 是 (7. 15) 式 的 通常 的 分 数 维 . 当 g==1 时 ,利用 洛 必 达 法 则 得 到 


r(9) ) 
了 “1 ,多 
tn je 
r r 
= (7.17) 


(7.17) 式 说 明 , 对 于 非 均 匀 的 分 形 客体 要 用 9 个 维 数 来 描述 . 

我 们 在 这 里 要 说 明 参 量 a, f(a),t, 和 DD, 的 含义 . 由 (7.5) 式 知 , f(a) 就 相当 
于 几何 段 数 不 均匀 的 标 度 指数 ,对 均匀 的 康 托 尔 集合 ,我 们 只 用 一 个 数 就 够 了 . 
由 (7.2) 式 知 ,a 是 质量 这 个 测度 的 标 度 指数 , 它 反映 的 是 物理 量 ( 质 量 ) 的 不 均 
匀 的 性 质 . g 本 身 是 9 阶 矩 的 阶 数 , 正 如 已 知 概率 密度 p(x) ,那么 随机 变量 z 的 
4 阶 矩 表达 式 为 


十 co 
| ZX plTNdy, (7. 18) 


gq 愈 大 , 傅 反 映 出 随机 变量 z 的 细节 . 一 阶 矩 (Coq=1) 代 表 平 均值 ,二 阶 矩 (Cg 王 2) 
代表 方差 a. 在 这 里 g 是 由 一 ce 到 十 ce ,也 反映 出 质量 分 布 的 极其 不 均匀 
表 7.1 给 出 了 ta,f,D, 在 gq 二 0,1, 土 吕 的 值 . 
表 7.1 7z(g),a(gq),f(a) 在 gq=0,1, 土 处 的 值 


9 rt(g) = 年 f(a)=ag—r(g) D, 


图 7.2 绘 出 了 f(a) 对 a 的 常见 图 像 ,可 以 将 (7.8) 到 (7.17) 的 结果 显示 


出 来 . 
(1) 曲线 上 每 一 点 的 斜率 按 (7. 12) 式 等 于 ,斜率 直线 的 截 距 按 (7. 13) 式 就 
是 一 = 图 7.2 中 曲线 顶点 的 斜率 为 零 , 即 9 一 0、 顶 点 的 左边 曲线 斜率 90, 曲 
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fo) 


f=f(0(0))=D, 


/a(g)=D, 
xD)=D， 


IaN 


一 T(9) 


O C 


cl(l)  Cc(0) C-- C 


图 7.2 多 重 分 形 lw) 的 图 像 


线 右边 g9<0, 曲 线 和 横 轴 的 两 段 交 点 的 斜率 分 别 对 应 于 g 一 十 cc 和 q 一 一 cc. 
(2) 和 和 斜率 9 对 应 的 图 7. 2 的 横 轴 值 就 是 a(q). 例如 斜率 g= 王 1 和 曲线 的 交 
点 的 横 坐 标 就 是 <(1). 由 (7. 17) 式 r(1) 王 0. 由 (7.13) 式 f(a(1))= 二 a(1), 且 
d[fla(l))—a] df(a(l)) 
da da 
所 以 曲线 f(a) 和 直线 f(a)= 二 a 相 切 . 
(3) 由 (7.8) 式 ,gq 二 1 时 r(1) 二 0, 因 而 总 质量 》p; = 1. 再 由 (1)==0. 


fla(1)) 二 a(1) ,按照 (7.14) 式 和 (7. 17) 式 ， 


1 一 0， 


q—1 9 一 1 
因此 ,图 7.3 中 9=1 点 的 纵 坐 标 是 f(a(1)) 二 a(1) 二 D1. 同 理 ,g 二 0 时 , 按 
(7.13) 式 5(0) 二 一 f(a(0)), 它 是 广 ., 且 按 (7.17) 式 rz(0) = 一 Du, 所 
以 f(a(0))=D,. 


(4) 将 (7.17) 式 代入 (7.13) 式 ,得 (g 一 1)D,==g 至 一 /eg)) 一 9D, 一 /acg) ,所 


以 f(al(gq)) 二 D,, 即 图 7.3 的 纵 坐 标 是 f(a(gq))= 二 DD 
(5) 由 于 f(a4。)= 二 f(a_。)==0, 由 图 7.2 看 出 


Wi =ins Qs mo. (7 L909 

按 (7.2) 式 ; 当 rr>0 时 ,awi 二 qt 和 awmx 二 a 分别 相 当 于 质量 (或 涨 落 ) 最 强 和 
最 弱 的 标 度 指数 ,或 ww yam 分 别 对 应 于 最 强 或 最 弱 的 极 值 事件 . 

以 上 结果 说 明 ,对 于 非 均 匀 的 分 形 必 须要 用 多 个 维 数 D, 来 描述 . 这 个 例子 


中 测度 户 代 表 棒 的 质量 ,在 其 他 情况 下 也 可 以 代表 其 他 物理 量 
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$7.2 两 尺度 康 托 尔 集 合 的 配 分 函数 
为 了 研究 不 均匀 的 多 重 分 形 维 数 ,我 们 考虑 了 两 种 尺度 ( 标 度 ) 的 康 托 尔 集 
合 . 这 种 物理 量 被 分 成 两 种 不 同 状态 的 做 法 具有 代表 性 . 
对 于 不 均匀 康 托 尔 集 , 左 边 和 右边 不 再 是 二 ,而 是 两 个 不 同 的 尺度 m” 入， 
例如 上 节 ,二 0.6,7s 一 0.4, 而 有 边 和 左边 质量 (或 概率 ) 分 别 为 p: 和 ps, 且 p 
一 1. 从 (7. 8) 式 考虑 ,和 覆盖 2 个 子 间隔 的 配 分 函数 为 


Z, = 5S (和 所)， (7.20) 


1 一 1 Pi 二 pr 二 
见 图 7. 3. 那么 分 成 2 后 个子 间隔 的 配 est /= 子 
4 
分 函数 就 为 0 6 =6 4 
好 闪 | PP 3 PP 25 P75 
2 2 er i 
Zn =Z (SF | C7 ZL 1 Mr Wi pr 
由 (7. 21) 式 , 求 出 0 ee 
多 一 -全 + 即 . (7. 22) : : 


ri 


图 7.3 两 尺度 康 托 尔 集 
当然 我 们 要 求 k 一 oo 时 ,Zi 既 不 是 零 也 


不 是 无 穷 ,那么 必须 有 


2 万 一 1. (7.23; 

/本 人 39 

(7. 23) 式 是 两 尺度 康 托 尔 集合 的 配 分 函数 . 当 gq 二 0 时 ,因为 按 (7. 17) 式 r(0) 王 
rp 十 2 一 1. (7. 24) 

(7. 24) 式 就 是 第 二 章 所 用 的 (2. 39) 式 . 对 于 gq 二 1, 按 上 节 结 果 ,g 二 1 时 r= 二 0, 所 


以 (7. 23) 式 变 成 考 十 ps 二 1. 当 g 一 十 ce 时 , 若 广 之 久 , 则 pI 优 P8, 故 有 


i. (7. 25) 
Fi 
那么 有 
ln 
a (7. 26) 
lnr 


其 中 a 代表 点 集 最 密集 状态 的 标 度 指 数 . 同 理 , 当 9 一 “2 时， 


ln 
Pe a Cts 27) 
lnr 


其 中 aw 代表 最 稀 疏 状态 的 标 度 指数 . 
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$7.3 多 重 分 形 的 物理 意义 


在 统计 物理 中 , 配 分 函数 为 
Z= Ne, (7. 28) 


其 中 p= 未 . 利用 配 分 函数 可 以 计算 各 种 热力 学 的 量 .例如 系统 的 内 能 已 为 


_ olnZ 


E(B) = 38 ， (7. 29) 
而 自由 能 7 为 
Fp (7. 30) 
无 量 纲 粹 * 为 
of silinZ 1 1 ox 
1 7_n192 
lnZ CAE 
=—BF+pE 
=B(E— /). C7 1 
由 (7. 31) 式 ,得 
上 (7. 32) 


将 (7. 32) 式 与 多 重 分 形 的 (7.13) 式 比较 看 出 ,自由 能 f 相当 于 质量 矩 的 标 度 指数 
(gq) ,内 能 玉 相 当 于 每 一 小 段 质 量 的 标 度 指数 c, 和 相 当 于 段 数 N 的 标 度 指数 f(a). 
因为 热力 学 中 一 阶 相 变相 当 于 焙 的 不 连续 性 , 它 一 定 会 在 f(a) 图 上 有 所 反映 . 


$ 7.4 人 口 分 布 的 多 分 维 过 程 


我 们 仅 讨 论 一 维 情况 下 的 人 口 分 布 . 若 单位 长 度 间 隔 分 成 两 个 部 分 , 且 友 
边 一 半 人 口 占 的 比例 为 p, 右 边 一 半 占 人 口 比例 为 (1 一 p), 即 相当 于 达 代 函数 为 


Xt OO Dn 0 | (xz, ) 9 pi E 轧 ， 

Bn = = lr) = 1 一 7. 33) 
7 十 1 > n 2 TU NT 9 Pp: 一 轧 ， 《7 了 33 
zx» € [0;,1], 


按照 (7. 8) 式 ,有 
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In op _ In[p’ + (1— p)"] 


r(q) = 一 二 a ; (7. 34) 
2 
由 (7. 14) 式 ,得 
"np+ (1—p)’ln(1— 
a (7. 35) 


由 (7.13) 式 ,得 
f(a)=ag—r(g) 
鬼才 ts se 


1 
—ln(p’ 二 (1 一 9 | 7. 36 
2 


ln 


由 (7. 17) 式 ,得 
ln[L zs 十 (1 一 加)?] 


] Q 天 1]1， 
Ca— lo ls = 
2 
a (F387) 
gl plnpi+(1—p)ln(1—p) a 
, 9 gq 9 
a 
其 中 取 p= 二 0.25 的 图 像 , 见 图 7. 4. 
1.0 
0.8 
0.6 
SS 
0.4 
0.2 
095 0.5 1.0 1.5 2.0 


(24 


图 7.4 人 口 均匀 分 布 的 f(a) 图像 


我 们 现在 关心 的 是 awis 和 ss， 由 于 一 0.25, 所 以 在 (7.35) 式 中 , 当 9 一 
十 2 时 ,p* 比 (1 一 p)" 要 更 快 地 趋向 于 零 ,所 以 
In(1—p) (7. 38) 


a(g) = Qin. 
Ee 二 寺 


2 
类 似 地 , 当 dg 一 一 co 时 ， 
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A (7. 39) 


用 p==0.25 代入 (7.38),(7. 39) 式 , 求 得 
oiis = 0 45, am 一 2. (7. 40) 
这 和 图 7.4 中 的 gwin ,amax 一 致 . 
这 节 的 "物理量 ?是 人 口 数量 . amn 说 明 人 口 最 密集 的 标 度 性 质 ,an 说明 人 
口 最 稀 玖 的 标 度 性 质 . 


$7.5 均匀 和 不 均匀 的 z+(9g) 


对 于 均匀 的 康 托 尔 集合 棒 , 按 照 (7. 1) 式 ,及 一 一 证, 一 ps 一方 ,应 用 
两 尺度 配 分 函数 (7. 23) 式 ,得 到 


YY {YY 
Ln a 
EE 


j 全 | 


即 
于 9 
(3) 
由 此 得 
(3 二 |[ 导 ) | | ， (7. 42) 
故 得 到 
0 
因此 
D,= 吾 一 D. (7. 43) 


《7. 43) 式 说 明 , 此 时 D, 是 普通 的 康 托 尔 集合 的 维 数 ， 由 (7. 14) 式 ,得 


( )=dr_ dD D1]_ 
Sy dg dg 


《7. 44) 式 说 明 ,测度 的 标 度 指数 a 和 分 形 的 标 度 指数 相同 . 由 (7. 13) 式 ,得 
f(a)=ag—t=ag— D(g—1)= Dg— Dg D=D. (7.45) 


D. (7.44) 
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(7.45) 式 说 明 , 每 一 个 小 段 的 标 度 指数 和 整个 分 形 的 标 度 指数 D 相同 ,因此 
t=ag— f(a)=ag—a= Dg—D. (7. 46) 


图 7.5 均匀 分 布 和 非 均 匀 分 布 的 r(9) 曲 线 


由 (7.46) 式 看 出 ,在 +t 对 g 的 图 上 ,rt 是 一 条 直线 ,斜率 是 a( 或 D), 且 gq 二 1 时 
rc 二 0, 它 和 图 7. 2 一 致 ,也 就 是 说 直线 通过 g 二 1 的 点 , 见 图 7. 5. 而 对 于 不 均匀 


的 康 托 尔 集合 ,例如 二 地 ,rs 一 也 ,p 一 0. 6 二 0.4, 用 映射 表示 为 
| 


Tt1 Twi (x), 力 一 0. 0， 
(7. 47) 
_2 3 到 
Xnt1 二 王 Xs 十 二 二 Wi(Xa); 力 一 0. 4. 
5 8 
将 其 代入 (7. 23) 式 ,得 到 
(0. 6)? 《0.4) 一 1 (7. 48) 


《0.25)” (0.4)" 
(7. 48) 式 是 一 个 超越 方程 ,ri 关 r; 时 要 解 出 r 和 4 的 显 式 表达 式 是 相当 困难 的 ， 


但 是 某 些 特殊 的 情况 还 是 可 以 求解 的 . 例如 将 (7. 48) 式 修改 为 pi. 一 了 ,一 了 


一 二 ,= 一 十, 这 里 六 一 (ra?, 此 时 方程 (7. 23) 变 成 


2 1 
全 < (3) | (7.49) 


(3) 2 +4ee (§) —1=0. (7. 50) 


co| 一 
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若 令 
2ro =7, (7.51) 
则 (7. 50) 式 变 成 4 的 二 次 方程 
(3)*+(3)4—1=0 (7. 52) 
或 
和 i 十 2 一 3 二 0. (7. 53) 
这 样 , 由 (7. 53) 式 , 解 得 
-二 二 人 (7. 54) 


由 (7. 51) 式 , 求 得 
Im _ In( VFA 2)—In2 


i es (7.55) 
由 (7.17) 式 , 求 得 
rl(g) ln( V2*+4X3—2°)—1n2 
D,=—~—= ， (7. 56) 
dg 一 1 (g—1)1n2 
由 (7. 56) 式 , 求 得 g==0， 
D, 一 Inw5 一 D 一 In2_1_Inw5 一 1) 人 
一 有 2 ln2 
且 由 (7. 17) 式 ,得 
rt(1)=(1—1)D,=0, (7. 58) 


所 以 tr(q) 曲 线 必 定 通 过 点 (g 二 1,t(g) 二 0). 而 且 , 当 go 一 十 ce 时 ， (5)>(3) ， 
则 (7.49) 式 近似 为 
(5) 
(z) 


=] (〈q 一 十 co). (7. 59) 


a 


tT(g) ee He 一 gq. (7 69) 


由 图 7. 4 看 出 ,go 一 十 ce 时 f(a)==0, 故 由 (7.13) 式 ,g 一 十 oo， 
rT(q) Yanng, (7.61) 
所 以 在 (7. 59) 式 中 ， 
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(3) 


Qmin 一 . CF 62) 


= (7. 63) 


(3) 
和 
rt(g) | .~ —=anmxd’ a ) (7. 64) 
In(#) 
因此 ,对 于 非 均 匀 的 多 重 分 形 , 由 (7.55) 式 看 出 ,tr(g) 是 条 曲线 , 且 g 一 十 ce 和 
qd 一 一 cc 的 渐 近 线 分 别 是 awing 和 mxqg, 见 图 7.5 中 的 虚线 . 
图 7. 5 表明 ,均匀 分 布 和 非 均 匀 分 布 的 多 重 分 形 的 区 别 在 于 9 阶 和 矩 的 标 度 指 
数 rz(g) ,前 者 是 直线 ,后 者 是 曲线 . 它 是 区 分 均匀 和 非 均匀 多 重 分 形 的 重要 特征 . 


$7.6 求 r(q),x(qg) 和 J(x) 的 较 好 方法 


由 于 用 (7. 23) 式 求 出 r(g) 和 g 的 关系 是 困难 的 ,我 们 考虑 Z(q,z) 的 N 次 方 ， 


Z*(g,t) = ( 2 让 | 
1 r2 
N N q n q N—n 
= S| (入 ) (二 = 1， (7. 65) 
jl a Wd a 
其 中 (”) 是 二 项 式 展开 系数 ， 
N NI 
pg 7.66 
(,) (N—m! 21 : . 


当 N->co 时 ,(7. 65) 式 求 和 号 中 的 N 项 中 只 有 最 大 项 ( 当 n==n. ) 占 优 ,为 此 我 
们 设法 求 出 此 项 . 


(各) ( 莒 ) 
| 


4 
=InNT —Ia(N=m! 一 ant taln (A)+ NDIn (<) (7. 67) 
2 


ri r(9) 


将 (7.67) 式 对 nn 求 导 并 今 其 为 零 , 且 用 双 . 代入 ,并 使 用 斯 特 林 (Stirling) 近 似 
NI =X; (NO—n)! =(N—n)" ， nl =n", (7.68) 
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得 到 
lIn(N—n, ) 十 1 一 ln7 ， -in a 3 jal 7 )=0; 
rs» 
即 
N pi 
(二 一 一 一人 | 全 +rcin (2 a (7. 69) 
由 (7. 69) 式 ,得 
m( 人 ~ 1)+aln 全 
(go)= gs p: (CF. 70% 
tg . 
In (2 ) 
ry 
且 (7. 65) 式 中 最 大 项 2 一 2 为 
N 二 a 
( j(S) 人 =1, (7.71) 
7 ri r3 
它 的 对 数 为 
N Ny /NV_ HH Ea . 
(| 祭 1)ln (二 1 )+ (glnp; tr™(g)lnri) 
N 和 
+ (1) (glnps—r(q)lnrs). (7. 72) 


我 们 可 以 由 (7. 69) 和 (7. 72) 两 个 方程 来 决定 r(q) 和 7 全 两 个 量 . 由 于 有 了 最 大 


人 i 


PY* p22 ” ，, 它 的 长 度 为 rr r? ”…. 按照 定义 ,测度 的 标 度 指数 是 a, 段 数 的 标 度 
站 对 一 f(a), 有 


pr py" = (rr pn ), (7. 73) 
N 

人 j= Ph i oy (7.74) 
12 ， 


由 (7.73) 式 , 求 得 


人 (全 一 1)imo。 


i 、 (7. 75) 
mn 十 (全 一 1jinr 
由 (7. 74) 式 并 用 斯 特 林 近似 (7. 68) 式 , 求 得 
、 NInN—(N—n.) — 
意志 nN—(N—n,. )ln(N—n. )—n. lnn (7.76) 


7 nr (Nn, )lnr, 
因此 ,对 于 给 定 的 gq, 利用 (7.70),(7.75) 和 (7.76) 式 可 分 别 求 出 zr(g),alg) 和 和 
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f(a). 那么 
Tt(g)=ag— f(a) 
Et 
n. lnrit Non, )lnr, 


二 (NInN—(N—n. )ln(N—n, )—n, lnn. ). 
用 (7.71) 对 nn. 的 限制 得 到 


[Lgl(n. lnpit+(N—n, )lnp;,) |] 


ce 
Ed n: lnrit Nn. )lnr, 


—g(n, lnpit+ (N—n, )lnpstr ln. lnrit (No—n, )lnr,)) 
rs (7,77) 


可 知 (7.75) 式 和 (7. 76) 式 是 正确 的 尽管 我 们 并 未 明显 解 出 ~ ,r 和 4 的 关系 ， 


但 是 由 原始 的 (7. 23) 式 ,我 们 还 是 可 以 求 出 cn 和 amn. 例如 (7.47) 式 中 ,pi 二 
0.6, ps 二 0.4, ni 二 0.25, rs 二 0.4, 当 g 玉 十 co 时 , (0.6) 污 (0.4)?, 所 以 


(0.6)? _ 
(0. 25)" 


[gn, lnpit (NO—n, )lnp;)] 


这 样 , 按 表 所 1,g 一 十 co 时 ， 
ln(0.6) _ 
tr(g) [+ = 10 25) 0 anng, 
所 以 


_ ln(0. 6) 


Qmin =D,., hc0.25) ~ 368. 


同 理 ,g 一 一 c2 时 ， 


_ln(0.4) _ 
r(g) | m0 4) dmd 
_ln(0.4)_ 
om = D-~ inc0.4) 1 


fla) 


7.6 对 (7.48) 式 用 (7.76) 式 求 得 的 f(a) 
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$7.7 二 维 面 包 师 映射 的 多 分 维 


我 们 考虑 二 维 面包 师 映 射 
= 若 y, 三 pi， 
a (1 一 12) 十 rzzn 若 力 三 页。 


(7.78) 
Vn a 
mt | i 9 
为 右 pi 
A 一 
C3 — pi) 
一 人 <， 有 Ys > pi 
p? 


这 个 映射 首先 将 一 个 (zx,y) 平面 上 单位 方块 分 成 两 个 矩形 ,长度 都 是 1, 宽度 一 
个 是 pi;, 男 一 个 是 ps 二 1 一 pi;, 见 图 7.7(a). 然后 ,将 两 个 矩形 在 x 方向 上 分 别 
通过 因子 ri 和 7 压缩 , 见 图 7.7(b). 下 一 步 两 个 矩形 又 在 y 方向 分 别 以 因子 
二 和 因子 [一 六 伸 长 变 成 两 个 坚 状 矩形 , 见 图 7. 7(c)， 最 后 将 上 面 的 竖 状 抑 形 
仍然 放 在 单位 方块 的 右 端 ,下 面 竖 状 矩形 仍然 放 在 单位 方块 的 左 端 , 见 图 7.7 
(d). 因此 ,映射 (7.78) 式 就 是 将 一 个 单位 方块 映射 成 长 度 都 是 1, 宽度 一 个 是 
0 之 x 二 ni , 男 一 个 是 1 一 r; 二 x 全 1 的 和 矩形 块 . 


y 了 


图 7.7 单位 方块 上 的 面包 师 映射 
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若 再 将 图 7.7(d) 映 射 一 次 ,就 将 单位 正方 形 映射 成 四 个 矩形 块 , 见 图 7. 8. 

图 中 四 个 矩形 长 度 都 是 1, 宽 度 分 别 是 让 ,rirz,nirz,ri. 因此 ,从 工 方向 看 它 就 

形成 二 标 度 的 康 托 尔 集合 , 见 图 7. 3， 从 图 7.7(b) 看 出 ,在 区 间 0 二 xr 的 概 
率 测度 为 pi ,在 区 间 (1 一 r;) 三 x 二 1 的 概率 测度 为 p; ,所 以 面包 师 映 射 的 维 数 

d,=1+D,, (7.79) 


其 中 D, 满 足 (7. 23) 式 .7.79) 式 中 的 D, 我 们 已 经 讨论 过 ,这 里 不 再 讨论 了 . 


7.8 面包 师 映射 两 次 后 的 状态 


这 节 说 明 , 二 维 映射 可 以 用 一 维 两 标 度 康 托 尔 集合 棒 来 处 理 . 
$7.8 三 标 度 的 多 重 分 形 


将 一 个 单位 间隔 分 成 三 等 份 , 即 形成 下 列 带 有 测度 的 迭代 函数 系 : 


1 
一 本 思 一 oz pio’ 
Zn+1 一 可 Zn 十 可 一 Ts(zn)， p2 1 2p1 9 9 (7. 80) 
1 2 1 
Int 3T wlrn), 加 一 入 一 9， 
x, EL[0,1]. 


图 7.9 是 迭代 4 次 的 结果 . 从 图 7.9 看 出 ,由 于 如 和 户 差别 很 大 ,所 以 迭代 4 
次 以 后 ,质量 极 不 均匀 ,那么 由 (7. 16) 式 ， 
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13 160 


06 1 00 1 
图 7.9 三 标 度 的 多 重 分 形 


lIn(p9 十 ? 十 se) 
ee (7. 81) 


” = ln3 


由 (7. 14) 式 , 求 得 
dr_ dL (g—1)D,] 
dg dg 
= pi’lnpii+ pilnp;t pylnp; 

J pI+pst+ps 

1 plnpi 十 p3 lnp; 二 到 Inps (7. 82) 
In() pi+ps+ ps 

号 


a(dq) 王 一 


由 (7. 13) 式 ,有 
f(a)=ag—t =ag—(g—1)D, 
op ne bine 


2p1 + ps —In(2p1+p9) | (7. 83) 
1 2 


ln 


3 
按照 表 7.1, 当 gq 十 oo 时 , (也 )】 六 2 5) ,所 以 


即 


r(g) |, = qz:0. 22739， (7. 84) 
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由 此 得 
anin = Di 0. 22.73. .和信 85) 
同 理 ,g 闻 一 co 时 9 


一 1， 
即 
1 
r(g) WN 网 99g, (7. 86) 
In(3) 
由 此 得 
oi 有 (7. 87) 


由 于 质量 分 布 不 均匀 ,使 得 awis 和 aw 相差 很 大 . 图 7.10 是 f(a) 和 al(g) 与 g 的 
关系 .从 图 7. 10 看 出 ,gq 习 十 CO 时 ,amin 使 f(a) 二 0, 但 是 q 一 一 ce 时 ,an 未 能 使 
f(a) 二 0. 图 7.11 是 f(a) 和 algq) 的 关系 .和 图 7.10 类 似 ,gq 习 一 oo 时 ,amx 也 未 
能 使 f(a) 三 0， 


图 7.10 jlw) 和 wl(9g) 与 4 的 关系 


fla) 1.5 


0.5 


00 CQ 1 Wh 


图 7.11 f(a) 和 a(q) 的 关系 
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$7.9 分 层 电 阻 网 络 和 增长 模型 的 多 重 分 形 


这 节 首 先 讨论 电阻 及 相应 的 电压 . 若 一 个 网 络 的 两 端 电 压 降 Vap 二 1, 那 么 
在 网 络 电 路 上 的 电压 降 分 别 是 NO 
7.12. 从 图 7. 12 看 出 ,这 里 网 络 的 尺寸 就 是 多 重 分 形 的 过 程 ,而 电压 ww ,Vs 就 


是 相当 于 测度 . 我 们 设 Vi 一 读 ,V 一 二 ,由 (7.16) 式 ,得 


a i (7. 88) 
由 (7. 14) 式 ,得 
] gq 7 | 
ls 三 ( 玫 ) 
“一直 [Cg 1)D, ]= 
ET 
3 6 3 
_ 1 _\ln2 
| (7. 89) 
由 (7. 13) 式 ,得 
4 一 1 1 一 9 9 
DG 二 2)G1 士 20)ln2 十 In2n 


代 十 22 mg 


图 7.12 分 层 电阻 网 络 的 多 重 分 形 过 程 


恋 
广 
可 
| 


ln6 


市 一 让 3 


人 1. 6309 ， (7.91) 
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以 及 
2 
ds = 2 li3 一 一 ] 2619， 
a = 3 2 、1.8927， (7. 92) 
lna3 
_ 5 ln2 、 
Di := ge 1 5778. 


从 at- 和 a-- 的 差别 看 ,电阻 网 络 的 电压 分 布 也 是 不 均匀 的 . 
下 面谈 一 个 增长 模型 . 图 7. 13 是 一 维 生 长 模型 , 它 反 映 生 长 过 程 中 的 不 均 

匀 . 第 一 步 将 3 个 质点 ( 取 质 点 质量 为 1) 放 在 第 1,3,4 的 位 置 上 . 第 二 步 , 在 第 
9 到 第 16 的 位 置 上 ,将 第 一 步 的 “种 子 ” 放 大 两 倍 . 这 个 过 程 一 直 重 复 下 去 , 见 图 
7.13, 从 图 7. 13 看 出 ,右边 的 质量 密集 程度 明显 高 于 左边 . 

k=] oO oo 

k=2 o oo co ccco 

k=3 ooo © coco CO O000 O000 00000000 


图 7.13 一 维 生 长 模型 的 前 几 步 


经 过 上 步 后 ,生长 的 尺度 为 ,我 们 用 7 二 2 作为 盒子 的 尺寸 去 覆盖 对 象 . 
从 图 7.13 看 出 ,最 后 的 盒子 是 最 右边 的 ,其 质量 是 2* ,而 


非 空 盒子 质量 _ /盒子 尺寸 
， 7. 93 
总 质量 ( 总 尺寸 ) ne, 
那么 对 最 右边 的 点 集 , 按 (7. 93) 式 ,有 
2 2 amin 
民 二 人 呈 | 
其 中 总 质量 是 3 ,总 长 度 是 全. 可 以 求 得 
2 
jn | 一 
a = DD = i) 585. (7. 94) 
In(4) 
同 理 ,最 稀 的 盒子 是 最 左边 的 点 集 . 按 (7. 93) 式 ， 
4 i i 
yx) 
所 以 
gD = 0. 792. (7. 95) 
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对 于 f(a) ,我 们 可 以 从 标 度 指数 角度 将 N 分 成 两 段 N; 和 Ni ,其 中 Ni 的 尺度 


为 入 下, 标 度 指数 为 a 一 awn，N 的 尺度 为 
然后 取 平均 ,所 以 


Dm 
4—& 


N=r jc 
即 
f(a)= ny > 
ln — 
那么 
NitN; 
fla) = Qmax Qm 
2ln 一 
(ao 一 amn ) ln 2 十 2(on 一 win 全 ae a) 


0.5 0.6 0.7 
CQ 


0.8 0.9 


图 7.14 (7.97) 式 的 /la) 图 像 


) ,. 有 
2 , 标 度 指数 为 2(aws 一 c)， 


(7.96) 


{7.97) 


图 7. 15 是 二 维 生 长 模型 . 第 一 步 只 有 1 个 种 子 . 第 二 步 是 在 第 一 步 的 4 个 
角 上 加 上 原来 两 倍 长 度 和 宽度 的 样本 ,这 样 共 17 个 种 子 . 图 7.15 中 只 有 三 步 . 
也 就 是 说 ,第 三 步 的 中 心 部 分 只 要 缩小 5 倍 即 为 第 二 步 的 中 心 部 分 ,4 个 角 只 要 


缩小 三 倍 就 是 第 二 步 的 4 个 角 . 这 样 


Nl 
- 


(7 98) 
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多 
。 ”如 人 SS 
多 


图 7.15 二 维 生 长 模型 


相应 的 种 子 个 数 或 测度 则 为 


1 4 
P117’ pe pp ps 17: (7. 99) 


按照 (7. 23) 式 ,有 


a a, (7. 100) 
nl 73 
即 
上 EE 
/ i + i a od 
5 5 
当 g 一 士 ce 时 , 求 得 
DS=, en 
In(5) (7. 102) 
2 
站 :二 a 
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混沌 最 典型 的 模型 是 逻辑 斯 带 (logistic) 映 射 : 
Tatl = purl1—z)= fz), (7. 103) 
混沌 点 集 在 空间 是 非常 不 均匀 的 ,也 要 用 多 重 分 形 来 描述 . py 是 控制 参数 . 第 
次 迭代 收敛 到 普 适 标 度 函数 (或 称 为 费 根 鲍 姆 (Feigenbaum) 函数 方程 ) 
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并 


ga 三 一 sg(&( 一 全 路， (7. 104) 


CQ 


请 参看 下 一 章 (8. 13) 式 ,其 中 g(x) 是 nn 很 大 时 的 "(x). 


lim we (7. 105) 


ly 
其 中 d, 和 d+1 分 别 是 周期 相信 两 条 周期 线 之 问 的 距离 和 周期 n 十 1 相 邻 两 条 
周期 线 之 间 的 距离 . 
由 (7. 104) 式 , 若 5(0) 王 1, 则 倍 周期 分 岔 过程 为 


0 
C [04 
le 
人 本 一 全 一 和 一人 | 一 全 | 二 
《7. 106) 式 表示 尺度 为 1 的 尺度 ,经 过 倍 周期 分 岔 过 程 分 岔 出 两 段 , 尺 度 各 为 
一 二 和 vs 一 证, 其 测度 入 一 入 一 立 , 故 按 (7.23) 式 ,得 


(7. 106 ) 


4 (7. 107) 


1 了 
lnp; 5D 
D, Qmin i "2 一 一 全 0. 3778, 
lnr, in 
a: 
(7. 108) 
1 
| 2 
D Qmax a 7555 
lnr, ] 汪 
a 
f(a) 的 图 像 见 图 7. 16. 
混沌 系统 的 多 重 分 形 反映 点 集合 zo ,zi ，… ,x 的 不 均匀 分 布 . 
对 于 圆 映射 系统 ， 
b=f(0,) 一 0, 十 0 一 六 sin(2n0,)， (7. 109) 
其 中 是 控制 参数 . K 二 1 时 常 出 现 旋转 数 
-lim 和 一 和 (7. 110) 


让 
We aan 
p,q 是 整数 ，K>1 时 很 容易 由 拟 周期 运动 转变 成 混沌 ,图 7.17 是 二 1 时 , 施 
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
[4 


图 7.16 费 根 鲍 姆 吸引 子 f(a) 曲 线 


图 7.17 K=1 时 的 锁 频 区 域 


转 数 w 和 参数 0 之 间 的 关系 . 图 中 粗 黑 线 长 度 代 表 锁 频 区 域 的 长 度 , 例 如 图 中 


F, 0 FF a 1 ,i ] 图 中 5 和 表示 锁 频 区 域 的 间隔 长 度 , 它 相 
F, | Fi 1 Fi+, 2 


当 于 康 托 尔 集合 的 两 个 区 间 . 随 着 n 的 加 大 ,也 会 出 现 4,8,16 等 比 康 托 尔 集合 
更 小 的 间隔 ,从 图 7. 17 可 看 出 ,这 也 形成 了 两 尺度 的 康 托 尔 集 ， 


U4 


二 = (7. 111) 
:mn 人 本 
可 以 按照 (7. 24) 式 
r?+r?=1 CT 112) 


求 出 分 数 维 D. 
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若 又 考虑 到 不 均匀 性 , 则 可 以 用 多 重 分 形 来 描述 . 例如 ,对 于 最 稀 区 求 得 
amax =D-_ A1. 8980, C7, 13» 
对 于 最 密 区 求 得 
amin = D+ 20. 6326, (7. 114) 
经 过 计算 ,f(a) 的 图 像 见 图 7. 18. 


图 7.18 圆 映 射 K=1 的 f(a) 图像 


关于 圆 映射 ,我 们 还 要 在 下 一 章 讨论 . 
小 结 


统计 物理 学 中 的 配 分 函数 反映 了 微观 状态 能 量 E; 的 概率 大 小 ,用 到 分 形 客 
体 上 可 以 说 明 质 量 、 分 形 段 数 ,以 及 质量 的 9 阶 矩 是 如 何 随 尺 子 变 化 而 变化 的 . 
相 变 临界 点 上 存在 各 种 临界 指数 ,而 在 分 形 客体 上 存在 无 数 个 标 度 指数 a,r, ff. 
D(gq) 等 .从 物理 本 质 上 讲 , 它 说 明 多 尺度 现象 的 极其 不 均匀 性 . 我 们 要 特别 关 
注 cn 和 amn, 它 反映 分 形 客体 两 个 极端 状态 (最 稀 和 最 密 ) 的 标 度 状况 ,也 要 关 
注 r(q) 在 均匀 和 非 均 匀 时 的 差别 . 
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消 流 是 物理 学 中 的 老 问 题 , 也 是 物理 学 中 最 复杂 的 问题 之 一 . 混沌 是 近 50 
年 新 发 展 起 来 的 学 科 , 它 说 明 一 个 确定 的 动力 系统 也 可 以 有 随机 的 结果 . 混沌 、 
消 流 都 是 确定 的 随机 现象 ,它们 和 分 形 的 共同 特征 是 多 尺度 现象 . 

本 章 将 介绍 混沌 和 汕 流 的 各 种 模型 以 及 它们 和 分 数 维 的 联系 . 
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考虑 二 次 迭代 映射 
Tet = fr) (8. 1) 
其 中 参数 j 是 控制 参数 .以 初 值 zo。 代 入 (8.1) 式 右 端 ,左边 就 得 到 zj, 再 将 xz 
代入 (8. 1) 式 得 右 端 ,左边 就 得 到 zx; ,这 样 操作 下 去 ,就 得 到 一 系列 数值 


To TI TH yn TTntl ys (8. 2) 
当 参 数 满足 
0<u<3 (8, 3y 
时 就 得 到 定常 解 , 即 迭代 很 多 次 以 后 (8. 1) 式 左边 和 右边 相等 的 解 , 即 
Xu lL— wy (8. 4) 
由 (8.4) 式 , 求 得 
二 0 或 xz， 1 上 (8. 5) 
£ 


(8. 5) 式 的 两 个 解 称 为 (8. 1) 式 的 定常 解 . 例如 当 0 委 p 委 1 时 ， 奖 代 多 次 后 得 到 
一 系列 的 数值 如 下 : 
0,0,0,0，…. (8. 6) 

(8.6) 式 就 是 定常 解 ,是 (8. 5) 式 的 z. =0 的 情况 . 当 1 过 py 志 3 时 ,迭代 多 次 后 成 
为 

和 (8.7) 

2 久 久 / 久 

见 图 8.1(a). (8.7) 式 就 是 (8.5) 中 的 一 1 一 过 的 情况 ， 但 是 当 参 数 满足 3 委 / 
去 3. 449 时 ,迭代 多 次 后 得 到 如 下 一 系列 数值 : 


并 1 2 ZI1y 2 1 y.TZ29 1 2。 


(8. 8) 
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(8. 8) 式 的 数列 每 两 个 数 重复 一 次 , 称 为 周期 2 解 , 见 图 8.1(b)， 当 参 数 满足 
3. 449 过 ux 过 3. 545 时 ,就 成 为 周期 4 解 , 即 

SY WE WY yy sy TLL va Ts sa (8. 9) 
每 4 个 数 重复 一 次 , 见 图 8. 1(c)， 当然 还 有 8 个 数 重复 一 次 ,16 个 数 重复 一 次 
等 等 的 周期 8、 周 期 16 等 周期 2" 的 解 . 但 是 当 w>>3.57 以 后 ,数列 (8. 2) 式 中 的 
数 就 再 也 不 重复 ,成 为 非 周期 解 , 这 就 是 混沌 解 , 见 图 8. 1(d). 总 之 ,如 此 简单 的 
| 1) 式 却 包含 有 多 种 形态 的 解 : 定 常态 .周期 2” 解 态 (2 一 1,2， 

…) ,以 及 非 周 期 混沌 态 . 


0 0 
0 二 4<3， 定 常 状态 We 449， 周 期 2 
(a) 


Ww Pw 


0 周期 4 14>3.57, Ra 


图 8.1 二 次 和 迭代 映射 (8.1) 式 的 多 种 形态 


我 们 也 知道 , 当 控制 参数 w 从 0 增加 时 ,混沌 态 是 通过 信和 周期 分 舍得 到 的 ， 
即 当 w 变化 时 ,先是 周期 1 态 ( 即 定常 态 ) ,然后 分 贫 出 周期 2 态 ,然后 再 分 贫 出 
周期 4 态 等 等 ,最 后 才 到 混沌 态 , 图 8. 2 绘 出 了 (8.1) 式 的 各 种 态 随 控制 参数 v 
倍 周期 分 岔 的 情况 . 图 8.2 左边 z 区 间 [L0,1j 上 的 周期 点 上 的 值 ,从 右 图 看 出 .， 
它 正 类 似 于 一 分 为 二 .二 分 为 四 等 的 康 托 尔 集合 . 问题 是 ,这 种 一 分 为 二 的 区 间 
长 度 显 然 不 是 传统 的 康 托 尔 集合 ,那么 它们 是 什么 呢 ? 

(8. 1) 式 中 参数 jy 二 3.57 时 出 现 了 混沌 ,此 时 倍 周期 分 贫 所 出 现 的 各 种 周期 
均 是 不 稳定 的 ,但 是 它们 在 混沌 轨道 中 还 打上 了 各 种 周期 轨道 的 烙印 . 周期 全 
大 ,代表 的 尺度 愈 小 , 即 它们 将 [0,1j 区 间 分 成 的 小 段 愈 多 .或 者 说 .通过 不 断 的 
伸 长 与 折 释 而 形成 了 大 大 小 小 不 同 的 尺度 ,因而 混沌 的 轨道 是 多 尺度 现象 的 反 
映 . Ap<3. 57 时 不 出 现 混沌 ,wx=3.57 时 混沌 就 出 现 了 ,这 使 我 们 联想 到 物理 学 
中 的 相 变 , 在 临界 点 各 种 尺度 的 涨 落 都 有 ,它们 对 温度 的 变化 非常 敏感 ， 但 是 地 
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Lu 
图 8.2 (8.1) 式 的 倍 周期 分 岔 过 程 


存在 和 尺度 无 关 的 不 变 常数 ,如 临界 指数 . 

对 于 图 8. 2, 若 考察 相 邻 两 个 分 岔 点 之 间 的 参数 距离 y+1 一 jy, 费 根 鲍 姆 发 
现 , 当 很 大 时 ,前 面 两 个 分 岔 点 参数 之 间 的 距离 是 后 面 两 个 分 岔 点 参数 之 间距 
离 的 4.669 倍 , 这 个 常数 $ 称 为 费 根 鲍 姆 常数 , 即 


lim 各 ”各 -一 S<z4. 669. (8. 10) 
n> Mntl Hn 


(8.10) 式 说 明 , 分 从 点 间 的 距离 越 来 越 小 ,参看 图 8.4. 而 且 , 还 可 以 看 出 ,周期 
2 状态 两 个 "儿子 "之 间 的 距离 约 是 “孙子 ?之 间距 离 的 2.5 倍 , 即 


d, 
lim pr 5, (8. 11) 


(8.10) 和 (8. 11) 式 说 明 , 系 统 (8.1) 的 参数 每 次 以 二 减 小 ,周期 点 间 的 尺度 以 
工 减 小 . 先 代 次 以 后 ,尺度 分 别 为 去 和 十， 从 w=1 开始 到 很 大 后 ,尺度 志 相 
差 好 多 个 量 级 ,尺度 二 也 差 好 多 个 量 级 ,所 以 混沌 是 一 个 无 特征 尺度 的 分 形 


ee 寻找 迭代 映射 中 的 量 和 尺度 之 间 的 关系 首先 尺度 由 (jp 一 po-1) 


减 小 至 下 后 ,周期 的 个 数 N 则 是 加 倍 ， 


Ns — i i ) |]， (8. 12) 
从 代 函 数 f(x) 则 变 成 了 /Cf(z)), 见 图 8.3. 我 们 用 nn 很 大 时 的 函数 g(x) 和 
gg(Cz)) 来 代替 f(z) 和 fC(f(z)), 即 
&g(z) 一 一 ag(g( 一 三 ) (8. 13) 
按 (7. 105) 式 ,从 图 8. 3 看 出 , 若 尺度 缩小 为 二 且 反 号 ,那么 f(f(z)) 的 图 像 再 放 
大 a 倍 , 且 图 像 倒 过 来 ,就 是 /(z). 
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/lx) Jf)) 


图 8.3 f(x) 和 f(f(x)) 的 图 像 


关系 式 (8.12) 和 (8.13) 是 重 正 化 群 关系 . (8.13) 式 就 是 上 一 章 的 
(7. 104) 式 ， 
我 们 在 参数 p 轴 上 绘 出 p10p3 p44，… ;pc 的 位 置 , 见 图 8.4, 其 中 jp 是 
倍 周期 分 贫 进 入 混沌 的 临界 点 .从 图 8.4 看 出 ,下 列 两 个 级 数 
(pa — phet) TF (panty — pha? (pore — ant) es 


(8.14) 
(AnHl 一 Zi 十 (punt2 一 十 (punt3 一 pntz) 证 ey 
是 一 个 等 比 级 数 ,它们 的 和 为 
pa (8. 15) 
a 
he 一 (8. 16) 
人 
这 样 (8. 12) 式 可 以 改写 成 
N[SGe 一 mm 门 = 到 NO — gi (8.17) 
方程 (8. 17) 式 的 解 为 
Np — pn) = (pe pd (8. 18) 
其 中 
G ss | 二 加 2、0. 45. (8. 19) 
2 ln 
SE 1 | i 
Hi 网 Min 人 ~ ed 


图 8.4 参数 轴 上 分 岔 点 An 一 Lyn LT ,hw 的 位 置 分 布 
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将 (8. 18) 式 与 临界 现象 中 的 (1. 4) 式 比较 看 出 , 当 jy, 一 ys 时 ,周期 数目 N 一 ce， 
正如 相 变 中 TT。 时 相关 长 度 & 变 成 无 穷 大 一 样 . 

有 了 关系 式 (8. 13) ,我 们 就 可 以 回答 费 根 鲍 姆 二 次 兴 代 映射 (8. 1) 是 如 何 一 
分 为 二 的 了 . 为 了 清楚 起 见 , 将 (8. 13) 式 中 的 z 改 为 za, 那么 (8. 13) 式 变 成 


g(g(z)) 一 一 一 8(az)， 。， (8.20) 
方程 (8. 20) 式 具有 标 度 不 变性 , 若 g(z) 是 (8.20) 式 的 解 ,那么 cg( 三 )(c 是 党 


数 ) 也 是 (8. 20) 的 解 . 事实 上 ,将 cg (过 ) 代 入 方程 (8. 20) 的 左边 和 右边 ,得 到 
jaca (ce(E)), ta=— tee (a), 
只 要 令 z= 二 cx ,cg 二 g ,立刻 就 使 左边 = 右边 . 为 此 我 们 取 
£(0)=1， (8. 21) 
即 zu 一 0,zi 王 1, 则 由 (8. 20) 式 ,得 到 
Za =g(Xx1)=g(1)=g(g(0)) 


一 一 二 gzo) 一 一 二 g(0) 一 一 一 ， (8. 22) 
z=g(z) =g(—=)=g(=) (8. 23) 
注意 g 是 偶 函 数 , 而 
zi 一 &(z) 一 g(g( 二 ))= 一 二 8() 
-CC a 


这 四 个 点 的 位 置 见 图 8. 5. 因此 从 zo 二 0 出 发 ,经 过 和 迭代 以 后 变 成 康 托 尔 集 
会 有 一 半数 列 在 [Lz: ,zj] 内 , 另 一 半数 列 在 [zs ,zi] 内 . [x; ,zi 的 长 度 为 


站 一 二 ss0. 4 (8. 25) 


图 8.5 四 次 迭代 后 的 位 置 
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Lx; ,zi 的 长 度 为 


同一 一 二 Ac0. 17. (8. 26) 


=1y (8; 27) 


可 以 求 得 多 分 维 , 见 (7. 107) 式 . 
(8. 11) 式 的 含义 是 尺子 每 迁 代 一 次 减 小 为 二 ,所 以 (8. 25) ,(8. 26) 式 也 意味 


着 取 


a py (8. 28) 


总 之 , 费 根 鲍 姆 常数 a 表征 了 二 次 迭代 映射 动力 系统 (8.1) 式 所 建立 的 两 种 尺度 
的 康 托 尔 集合 . 


§ 8.2 圆 映 射 和 标 度 律 


$ 8.1 讨论 了 二 次 迭代 映射 随 着 参数 值 六 变化 ,形成 倍 周期 分 岔 通 向 非 周 
期 混沌 的 道路 . 现在 ,我 们 要 研究 从 拟 周 期 运动 导致 混沌 的 道路 . 
我 们 来 看 一 个 频率 为 0 的 周期 性 输入 AcosQt 加 于 一 个 线性 系统 会 有 什么 
结果 . 例如 ,周期 驱动 的 阻尼 振荡 线性 系统 
文 十 2az 十 wo 二 Acoswit (8. 29) 
当 振 幅 A 固定 时 ,在 强迫 振荡 频率 mw = Vwo 一 a 处 , 若 a 很 小 ,w 接近 于 系统 
的 固有 频率 w, 则 z 达到 最 大 ,力学 上 称 为 共振 . 因此 ,周期 输入 也 是 周期 输出 . 
非 线 性 系统 却 不 一 样 . 由 于 系统 内 部 的 各 种 尺度 (频率 ) 的 相互 作用 ,输入 若 


是 一 个 频率 w, 那 么 输出 既 可 以 有 频率 为 w 的 振荡 ,也 可 以 有 频率 为 字 (n 为 正 


数 ) 的 次 谐 波 ,也 可 以 有 混沌 , 见 图 8. 6. 例如 ,考虑 强迫 非 线性 振荡 达 芬 CDuff- 
ing) 方 程 


交 十 a 区 一 Xz 十 Xx 三 Acoswit. (8. 30) 
若 产生 的 输出 频率 w 和 输入 频率 wi 之 比 可 以 写成 
二 (8, 31) 
wi 9 


其 中 p 和 g 是 两 个 整数 , 且 p,q 无 任何 公共 因子 ,此 时 就 说 系统 的 状态 是 周 其 
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图 8.6 线性 系统 和 非 线 性 系统 的 输入 和 输出 


的 . 若是 无 理 数 ,那么 称 系统 的 状态 是 拟 周期 的 . 
当 强 迫 项 和 阻尼 项 都 是 零 时 ,方程 (8. 30) 变 成 


文 一 ZX 十 x 二 0. (8. 32) 
(8. 32) 式 可 化 成 方程 组 形式 : 
wi (8. 33) 
y=X— x. 


(8. 33) 式 有 三 个 定常 状态 :(0,0),(1,0),( 一 1,0). 很 容易 说 明 , 定 常 状 态 (0,0) 
是 鞍点 ,定常 状态 (1,0) 和 (一 1,0) 是 中 心 点 ,围绕 中 心 点 的 运动 是 周期 运动 ,而 
且 振幅 加 大 时 ,周期 也 变 长 ,所 以 内 部 产生 的 周期 和 外 部 强迫 的 周期 之 间 可 以 有 
各 种 各 样 的 比值 ,包括 谐 波 在 内 . 若 加 上 阻尼 力 , 那 么 定常 状态 (1,0) 和 (一 1,0) 
就 好 比 位 势 的 两 个 槽 ,而 定常 状态 (0,0) 就 好 比 位 势 的 一 个 状 , 见 图 8. 7. 若 一 个 
小 球 在 左 槽 内 振动 ,时 间 很 长 以 后 它 就 被 吸引 到 左 槽 底部 , 若 小 球 在 右 槽 内 振 
动 ,时 间 很 长 以 后 它 就 被 吸引 到 右 槽 底部 ,此 时 系统 中 仅 有 耗 散 力 , 因 而 运动 是 
简单 的 ,阻尼 耗 散 能 量 使 得 运动 衰减 下 来 . 但 是 若 加 上 强迫 项 后 , 它 成 为 系统 的 
驱动 力 ,不 断 变 化 强迫 项 的 振幅 A ,相当 于 图 8.7 位 势 下 面 的 一 块 板 来 回 扰动 . 
到 一 定 程度 时 , 左 槽 中 的 小 球 在 左 槽 中 来 回 振 葛 几 次 后 就 被 甩 到 右 槽 中 ,在 右 模 
中 又 来 回 振荡 几 次 后 被 甩 到 左 槽 中 . 且 左 右 槽 来 回 振荡 次 数 不 定 ,这 就 形成 了 
非 周期 的 混沌 . 所 以 ,对 非 线性 系统 ,输入 是 周期 的 ,但 输出 可 能 是 拟 周期 的 ,其 
至 于 是 非 周 期 的 . 拟 周期 运动 是 混沌 的 前 兆 . 

在 三 维 相 空间 中 , 拟 周期 运动 最 好 用 环 面 来 说 明 , 它 相当 于 一 个 自行 车 的 内 
胎 表面 . 它 有 两 种 频率 的 运动 :一 方面 ,运动 要 围绕 内 胎 表 面 绕 大 图 转 , 这 相当 
于 地 球 绕 太阳 的 公转 ,有 一 个 频率 wi (周期 为 T1); 另 一 方面 ,运动 要 绕 内 胎 自 
转 ,这 相当 于 地 球 的 自转 ,有 一 个 频率 w,( 周 期 为 T,)， 这 两 个 频率 之 比 
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图 8.7 强迫 振荡 的 混沌 模型 


wT 


0 Ts 


(8. 34) 


称 为 旋转 数 . 

若 运动 轨道 头 尾 相 接 , 则 运动 是 周期 的 . 若 运动 轨道 头 尾 不 相 接 , 布 满 了 整 
个 环 面 , 则 运动 是 拟 周期 的 ， 见 图 8. 8Ca) ,(b). 为 了 描述 拟 周期 运动 ,我 们 垂直 
于 大 圈 作 一 平面 切割 环 面 (此 平面 称 为 庞 加 莱 (Poincare) 截 面 , 见 图 8.8(Cc)) , 那 


么 在 环 面 上 的 运动 就 会 在 庞 加 莱 截 面 上 打上 许多 点 .例如 Q= 子 表 示 绕 小 圈 转 
的 时 间 是 绕 大 圈 的 时 间 的 也 倍 , 见 图 8. 9(a)、 同样 ,0 二 孔 就 表示 绕 小 图 转 的 时 


间 是 绕 大 轿 的 时 间 的 孔 倍 , 见 图 8.9(b). 图 8. 9 中 运动 是 沿 顺 时 针 旋转 ,其 轨道 


(b) (c) 


图 8.8 环 面 上 的 轨道 
(a) 拟 周 期 运动 ;(b) 旋转 数 Q=3 的 周期 运动 ;(c) 庞 加 莱 截 而 
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从 0 开始 ,轨道 绕 大 圈 一 次 ,又 回 到 庞 加 莱 截 面 上 , 即 又 在 庞 加 莱 截 面 上 打 一 个 
点 . 图 8. 9(a) 说 明 大 圈 旋 转 了 3 周 , 小 圈 只 转 了 2 周 , 而 图 8. 9(b) 说 明 大 圈 旋 
转 了 5 周 , 小 圈 只 转 了 3 周 . 


之 :3 3 
(a) (b) 
图 8.9 环 面 运动 的 庞 加 莱 截 面 


SR = 
(a) 0 一 了 3;(b) = 


如 果 2 是 无 理 数 ,那么 庞 加 莱 截 面 上 的 点 就 绝对 不 会 重复 ,因而 就 会 布 满 
图 8. 9 的 小 圈 , 这 就 是 拟 周期 运动 . 

像 (8. 30) 式 所 示 的 周期 驱动 系统 那样 ,参数 A 很 小 (驱动 力 很 小 ) 时 ,系统 
处 在 定常 状态 . 参数 A 稍 大 一 点 (驱动 力 稍 大 一 点 ) 时 ,定常 状态 就 分 岔 成 周期 
状态 ,如 轨道 在 两 个 槽 间 的 周期 振动 ,这 时 就 出 现 了 一 个 频率 , 当 驱 动力 再 增加 ， 
就 可 能 出 现 第 二 个 频率 ,此 时 两 个 频率 构成 的 轨道 很 可 能 就 是 在 二 维 环 面 上 . 
当 两 个 频率 之 比 是 无 理 数 时 ,这 就 是 拟 周期 运动 . 当 驱 动力 再 增加 ,这 种 拟 周 期 
运动 就 变 成 了 混沌 . 

在 一 个 系统 中 , 当 两 个 或 者 多 个 振荡 的 频率 发 生 非 线 性 相互 作用 时 ,很 容易 
产生 锁 频 现象 . 前 面 我 们 已 经 看 到 , 当 控制 参数 在 某 个 范围 内 ,两 个 频率 之 比 


站 一 你 一 全 信介 为 整数 ) 时 ,我们 就 称 这 两 个 振荡 是 锁 频 (frequency-locked) 的 . 
1 


站 二 上 上 二 | 则 称 为 同步 (synchronization)， 惠 更 斯 发 现 ,两 只 挂钟 背靠背 地 挂 在 
9 

同一 木 墙 时 ,这 两 只 钟 会 走 到 严格 的 同步 ,而 月 球 绕 地 球 公转 (频率 设 为 ww) 和 

自转 (频率 设 为 ws ) 满 足 革 一 1, 所 以 我 们 在 地 球 上 仅仅 只 能 看 见 月 球 的 正面 ,这 


都 是 同步 锁 频 现象 . 

从 物理 上 讲 , 锁 频 的 物理 意义 就 是 在 非 线 性 系统 中 , 当 参 数值 (如 强迫 振荡 
的 振幅 A) 变 化 到 一 定 范围 内 ,必然 引起 非 线 性 振荡 的 振幅 变化 ,前 面 我 们 已 经 
知道 ,由 于 振荡 的 周期 (频率 ) 和 振幅 有 关 , 所 以 必然 引起 频率 的 变化 . 若 两 个 频 
率 之 比 适合 关系 式 (8. 34) 时 ,说 明 两 种 频率 的 非 线 性 相互 作用 引起 ws 的 次 谐 
波 ,并 和 的 gq 次 谐 波 发 生 共振 . 这 就 是 说 , 锁 频 发 生 是 因为 频率 共振 的 相互 
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作用 战胜 了 频率 本 身 的 变化 . 若 w 是 强迫 振荡 的 频率 ,由 于 w 的 低 次 谐 波 的 
振幅 大 于 高 次 江波 的 振幅 ,所 以 镇 频 通常 发 生 在 p 和 4 比较 小 ,例如 全 一 亏本 


时 ,而 不 是 和 4g 比较 大 ,例如 蕊 一 J 时 ,因为 p 和 4 比较 小 时 会 发 生 较 强 的 相 


互 作用 . 
如 有 果 我 们 仅仅 考虑 横 截 环 面 的 庞 加 莱 截 面 ,那么 旋转 数 差 一 个 整数 值 的 庞 


加 莱 截 面 是 相同 的 . 例如 旋转 数 0 一 13 和 0 一 二 ,前 者 表示 的 小 圈 转 一 圈 加 二 ， 


大 圈 才 转 一 圈 的 过 程 ,和 后 者 表示 的 小 图 只 转子 ,大 圈 转 一 圈 的 过 程 ,打出 点 1 


〈 见 图 8. 9(a) ) 的 效果 是 相同 的 . 因此 我 们 今后 只 考虑 旋转 数 的 分 数 部 分 ,如 
2. 3 的 分 数 部 分 是 0. 3,16. 77 的 分 数 部 分 是 0. 77. 
拟 周 期 运动 最 简单 的 模式 就 是 圆 映射 ,我 们 用 它 来 研究 锁 频 . 由 于 在 庞 加 
莱 截 面 上 是 一 个 贺 上 角度 9 的 变化 ,所 以 角度 之 间 的 映射 写成 
0+1=f(0,) (mod 1). (8. 35) 
其 中 “mod” 表 示 模 数 . 这 个 映射 定义 角度 在 圆 上 旋转 一 周 是 1, 因 而 9 二 0.7 和 
9 二 1.7 代表 贺 上 同样 的 点 ,函数 f(9) 是 周期 函数 ， 


,+1 =f(0,)=0, 十 0 一 字 sin(2n0,) (mod 1,K>0) (8. 36) 

就 称 为 圆 映 射 .映射 (8. 36) 式 有 两 个 控制 参数 ,一 个 是 频率 比 参 数 Q, 另 一 个 是 
非 线性 强度 参数 天 . 
我 们 定义 旋转 数 


(n) a 
im- 和 (8.37) 


WwW 


由 于 (8. 36) 式 中 模 数 为 1, 因此 f(9) 当 9,;1 超 过 1 时 ,要 将 它 的 数值 减 去 1. 图 
8. 10(a) ,(b) 分 别 是 KK 二 0.5,Q==0.04 入 ==0.5,0Q 二 0.95 时 的 0,41 = 二 了 (0) 图 
及 直线 0 一 0 的 图 像 . 
图 8. 10(a) 上 有 一 个 稳定 的 不 动 点 (大 约 在 9 二 0.1 处 ) 和 一 个 不 稳定 的 不 动 
点 0 一 0. 4. 由 于 只 有 一 个 稳定 的 不 动 点 ,因此 从 初 值 9, 二 0.55 出 发 ,轨道 最 后 
将 趋向 于 稳定 的 不 动 点 9=0. 1. 图 8.10(b) 上 也 有 一 个 稳定 的 不 动 点 6=0. 9 和 
一 个 不 稳定 的 不 动 点 9 二 0.6. 这 两 个 图 上 的 不 动 点 都 是 迭代 一 次 Co=1) 的 结 
果 , 即 
及 一 站 (和 和 1 (8. 38) 


那么 它们 的 锁 频 是 工 还 是 工 ( 即 同步 ), 即 p==0 还 是 1 呢 ? 
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图 8.10 圆 映射 
(a) K=0.5,0=0.04;(b) K=0.5,0=0. 95 


对 圆 映射 (8. 36) 式 , 求 不 动 点 的 方法 是 使 其 左右 两 边 相 等 , 即 


0=/(0)=0+Q 一 六 sin(2x0) (K>0,mod 1). (8. 39) 
由 (8. 39) , 求 得 
2 一 sin(2x0)， (8. 40) 
由 于 | sin(2rb) | 委 1, 所 以 要 求 
0< 获 . (8. 41) 


(8.41) 式 说 明 ,0 较 小 时 加 映射 迁 代 收敛 到 稳定 的 不 动 点 0 一 0. 1, 例 如 图 8.10(a) , 即 
迭代 后 的 角 距离 是 零 , 锁 相 频率 比值 为 了 ,锁定 在 与 9 一 0. 04 相近 的 p=0 上 . 


当 0 较 大 (例如 图 8.10(b) 中 Q==0.95) 时 出 现 稳定 不 动 点 的 要 求 (8. 41) 式 
就 不 满足 . 由 于 (8. 40) 的 条 件 是 mod 1, 也 就 是 角度 9 再 转 一 圈 仍 是 同一 个 不 动 
点 ,所 以 (8. 39) 式 改 成 


0 二 1 一 0 十 0 一 人 sin(2xg)， (8. 42) 
即 
Bl (8. 43) 
2 


图 8. 10(b) 中 的 Q=0.95,K==0.5 正好 满足 这 个 条 件 . (8. 43) 式 说 明 0 比较 大 
时 , 圆 映 射 迭 代 收 敛 到 稳定 的 不 动 点 9=0.9, 但 迭代 后 的 角 距离 是 1, 即 锁 相 频 


率 比值 为 十 ,因而 镇 定 在 与 9 一 0.95 相近 的 p 二 1 上 .因此 非 线性 映射 (8, 36) 式 
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在 K>0 时 ,w 可 以 锁定 在 与 9 相近 的 有 理 数 人 上 .类似 地 ,对 于 锁 频 二 (p 一 1， 


gS= 2) 和 锁 频 (一 2,q= 王 3), 若 dg 次 迭代 和 了 次 公转 以 后 达到 同一 个 不 动 点 ， 
那么 不 动 点 应 该 满足 

9+ p= f*(0), (8. 44) 
其 中 7(9) 表 示 迭 代 gq 次 . 

对 于 固定 的 KK 二 0.9, 图 8.11 分 别 是 1 次 (g 二 1),2 次 (g 二 2) 和 3 次 (g 二 3) 
迭代 的 不 动 点 和 它们 在 圆 上 的 表示 . 图 中 gq 周期 (9, .0s,…,0.,) 在 圆周 上 分 别 
有 1,2,… ,gq 个 稳定 的 不 动 点 ,它们 对 应 的 函数 为 及 或 fo ,其 中 已 是 斐 波 那 契 
数 , 且 按 (8.44) 式 ， 

fh (0)= p= FP,. (8. 45) 


C8. 45) 式 说 明 , 系 统 常 在 两 个 相 邻 的 斐 波 那 姜 数 产 二 之 比 上 锦 频 . 


总 之 ,对 0 过 并 二 1 时 ,运动 经 常 是 锁 频 到 一 个 有 理 数 , 当 频率 之 比 为 无 理 数 
时 ,描述 一 种 拟 周期 运动 ,但 不 会 出 现 混沌 . 


关 | 
1 1 


图 8.11 圆 映 射 的 g 周期 


在 圆 映 射 中 ,当天 值 固定 并 接近 于 1 时 , 非 线 性 耦合 增强 .整个 频率 锁 相 的 
区 域 增 大 , 拟 周期 运动 很 易 变 成 混沌 . 
和 8 8.1 中 的 二 次 映射 类 似 , 相 邻 两 个 螺旋 数 0Q, 差 值 之 比 
jhe 


(8. 46) 
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同时 镇 频 为 喜 的 “儿子 ” 离 0==0 的 距离 d 和 锁 频 为 也 的 “孙子 ” 离 0 一 0 的 距离 
di 之 比 满足 


lm 了 -一 a 一 去 ， (8. 47) 
其 中 
G= 1~0. 618 (8. 48) 
为 黄金 分 割 数 . 另外 ,有 和 二 维 映射 类 似 的 关系 
g(z)=ag(ag (去 )). (8. 49) 


(8. 49) 式 就 是 类 似 于 (8. 20) 式 的 圆 映射 的 重 正 化 群 关 系 ,这 里 不 做 详细 论证 . 
$ 8.3 满 流 及 其 统计 描述 


1893 年 雷诺 发 现 , 当 雷诺 数 


UL 惯 性 四 
hie 8 0 ) 
Re J 可 | ( 0 


过 过 临界 值 后 ,就 会 出 现 杂乱 无 章 的 济 流 . (8. 50) 式 中 U,L 分 别 是 速度 和 圆 管 
直径 ,， 是 分 子 动力 学 夭 性 系数 . 

图 8. 12 是 40 次 实验 在 同样 条 件 下 所 测 得 的 汕 流 速度 ,可 以 看 出 油 流 速度 
是 随机 的 .既然 汕 流 能 够 用 确定 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 来 描述 ,为 什么 它 的 解 却 
是 随机 的 呢 ? 


Un/(m : s-') 


n 


图 8.12 满 流 速度 场 
横 坐 标 寺 表示 测量 次 数 


混沌 的 发 现 人 洛 伦 蒋 (Lorenz) 发 现 三 维 动力 系统 
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元 二 一 Prz 十 Pry， 


y=Rar—y—xy, (8.51) 
总 一 邦和 一 区 
当 普 朗 特 数 Pr 一 10,0 一 全, 莱 雷 数 Ra 一 一 PrRe:Ris:24.74 时 就 会 出 现 混沌 ， 


其 中 Ri 称 为 里 查 孙 数 , 图 8. 13 是 由 洛 伦 茨 方程 (8. 51) 根 据 稍 稍 有 所 不 同 的 初 
条 件 计算 出 的 结果 ,图 8. 13(c) 是 图 8. 13(a)、(b) 的 差 .。 从 图 8. 13 看 出 , 洛 伦 茨 
方程 是 确定 性 的 方程 却 得 到 随机 的 结果 ,这 说 明 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 也 一 样 可 以 
描述 随机 的 满 流 . 


(a) 201 


| x(7) | 1 中 
0 有 
(b) 20 


《c) 


xX(1)—x(?) 


图 8. 13 
(a) 初 条 件 (0. 1,0. 1,0.1);(b) 初 条 件 (0. 100001,0.1,0.1);(c) (a) 结 果 和 (b) 结 果 的 差 


因为 汗 流 速度 场 u 是 随机 的 ,所 以 速度 值 在 区 间 Au 上 出 现 的 概率 (频率 ) 
不 同 . 我 们 把 单位 速度 差 出 现 的 频率 称 为 概率 密度 函数 f(u) ,那么 速度 处 在 区 
间 (w 达 wu 过 wi) 出 现 的 概率 为 


4 


P= [fau. (8, 52) 
速度 从 一 2 到 这 个 区 间 , 累 计 的 概率 为 


F(u) = | fu) du. (8. 53) 
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下 称 为 累计 概率 密度 分 布 函 数 . 由 (8. 53) 式 得 出 ,概率 密度 f(u) 和 累计 概率 密 
度 分 布 函数 下 (ww) 之 间 关 系 为 
dF 


f (WwW = 3 (8. 54) 
对 满 流 来 讲 ,过 去 最 常用 的 概率 密度 f(w) 为 正 态 分 布 ,也 称 为 高 斯 分 布 : 
| i 
(1) = Ves 58. 55 
flu J ( ) 


图 8. 14 是 正 态 分 布 概率 密度 ,其 中 ,c= 二 (wu) 了 称 为 方差 . 这 里 (ww ) 为 的 二 阶 
和 矩 ,x 的 m 阶 矩 定义 为 


十 cc 


(2™ > = | wf Gd au. (8. 56) 


一 co 


(a) 


(27) 


(b) Au) 


图 8.14 正 态 分 布 
(a) 累计 概率 分 布 ;(b) 概率 密度 函数 


将 (8.55) 式 代 人 上 式 , 得 到 高 斯 分 布 的 m 阶 矩 
(WY = | de 


~ V2rno 


(u”") 二 | 2 0" ne "dx. (8. 57) 
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若 m 为 奇数 ,上 式 积分 结果 为 0. 车 m 为 偶数 ,m= 二 2n, 则 (8. 57) 式 为 


= (m—1)X(m—3)X:… XxX3XxX1lxo”, (8.58) 
其 中 T(x) 为 伽 马 函数 . 特别 当 mm 二 2,4,6 时 ,有 如 下 结果 : 
(u)=o, (ui)=30, (u’)=150°. (8. 59) 
大 量 的 观测 事实 表明 ,实际 满 流速 度 概率 分 布 是 非 高 斯 型 的 ,这 是 满 流 间 吹 
性 的 反映 . 为 了 定量 描述 一 个 随机 过 程 u(7) 与 高 斯 分 布 的 偏离 程度 , 常 引 入 偏 
斜 度 (skewness)S 和 陡峭 度 (flatness 或 kurtosis) 下 ,它们 的 定义 分 别 为 


3 3 

S= -区 入 一 汪 (8. 60) 
4 4 

一 2 计 一 和 (8. 61) 


由 (8.59) 式 知 ,对 正 态 分 布 ==0, 下 = 二 3, (8. 60),(8. 61) 式 中 o 是 方差 , 它 表示 / 
(围绕 着 二 0 铺 开 的 程度 . 偏 斜 度 S 是 f(w) 倾 斜 程度 和 非 对 称 性 的 量度 .图 
8. 15 表示 实际 的 满 流 资料 u(t) 及 其 算出 的 相应 的 概率 密度 函数 .S 记 0 表示 正 
偏差 的 三 次 方 和 超过 负 偏 差 的 三 次 方 和 的 绝对 值 , 见 图 8.15(a). 车 Au) 围 绕 
着 “一 0 是 对 称 的 , 则 S=0. 陡峭 度 下 表征 概率 分 布 偏离 a 二 0 的 程度 . 若 陡 峭 
度 下 >3, 则 表示 f(w) 尾 部 的 值 相 对 大 ,或 称 为 大 陡峭 度 , 见 图 8. 15Cb)， 太 oo) 尾 
部 的 值 也 可 以 相对 小 , 即 小 陡峭 度 , 见 图 7.15(c).， 偏 斜 度 和 陡峭 度 可 以 判别 实 
际 的 应 流 分 布 偏离 正 态 分 布 的 程度 . 

概率 论 上 的 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 对 判别 混沌 和 汕 流 的 各 态 历经 也 很 有 

湾流 的 各 态 历 经 假设 认为 ,时 间 平 均 可 以 代替 总 体 平均 ,这 可 以 看 成 是 大 数 
定律 的 推广 . 大 数 定 律 告诉 我 们 ,N 个 相互 独立 的 随机 变量 , 当 N 很 大 时 .有 
个 稳定 的 平均 值 . 混沌 的 基本 性 质 是 对 初 条 件 敏感 ,或 者 说 长 期 预报 是 不 可 预 
测 的 ,那么 气候 是 否 可 以 预测 ?图 8. 16 中 圆圈 点 表示 革 种 初 条 件 , 经 过 很 长 时 
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图 8.15 灌流 速度 场 u(t) 和 它 的 概率 密度 
(a) 正 偏 斜 度 ;(b) 大 陡峭 度 F 达 3;(c) 小 陡峭 度 F 一 3 


间 后 的 X 状态 敏感 于 初 条 件 . 再 经 过 很 长 时 间 的 状态 X; 也 敏感 于 初 条 件 . 类 
似 ,又 各 自 再 经 过 很 长 时 间 的 状态 X;,X,,，…,X, 都 各 自 敏感 于 初 条 件 ,因此 
X1 ,XX，,,…*,X, 形成 相互 独立 的 随机 变量 ,但 可 以 有 一 个 稳定 的 平均 值 , 见 图 
8. 16. 由 此 可 知 ,短期 气候 还 是 可 能 进行 预测 的 . 

初始 条 件 区 5 也 


图 8.16 敏感 初 条 件 


概率 论 的 中 心 极 限定 理 表 述 如 下 : 设 如 ,wo,…,u 是 独立 的 随机 变量 ,它们 
具有 相同 的 概率 分 布 函数 , 求 和 的 随机 变量 为 
Y= 十 wz 十 *… 十 论 ,， (8. 62) 
那么 在 一 定 条 件 下 , 当 n>oo 时 ,Y 的 概率 密度 /(Y) 服 从 正 态 分 布 (8. 55) 式 . 
中 心 极限 定理 告诉 我 们 ,车 用 一 段 时 间 TT 内 的 时 间 序 列 (7?) 的 平均 值 代替 
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总 体 平 均 ,平均 值 的 涨 落 大 约 是 O(VT) , 工 足够 大 时 ,用 时 间 平 均 代替 总 体 平 均 
还 是 相当 合理 的 . 

正 因为 注 流 的 随机 性 ,里 查 孙 建 议 用 处 处 不 可 微 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 来 描 
述 注 流速 度 场 . 


§ 8.4 对 数 正 态 分 布 和 列 维 分 布 


现在 描述 满 流 已 不 再 用 正 态 分 布 ,而 常用 对 数 正 态 分 布 和 列 维 分 布 ,这 是 因 
为 大 小 涡 旋 是 不 能 隔 开 的 . 若 正 态 分 布 变量 4, 它 的 平均 值 是 (wu) ,方差 是 oo, 那 
么 正 态 分 布 概率 密度 为 


7 
(u— tu)) 


f(w)= i (8. 63) 
o V2 
令 新 的 变量 v 为 
v 二 @"， (8. 64) 
则 变量 ”服从 的 概率 密度 f(v) 称 为 对 数 正 态 分 布 ， 由 于 
上 上, (7) 一 方 (e <v)=p(u<lnv)= Flnv), (8.65) 


所 以 对 数 正 态 分 布 的 概率 密度 为 


fn) = dFdu_ 1 dF(u=lInv) 
dv dudvu v 本 


一 了 CE 2 ~ 
re e 7 “Ss (8.66) 
也 Go V2K 


图 8.17 是 (v) 一 1,5* 一 讽 , 志 和 5 的 对 数 正 态 分 布 的 累计 概率 密度 和 概率 密度 


分 布 函数 . 第 三 章 我 们 已 经 说 明 , 从 图 8. 17(b) 看 出 ,只 要 6o, 和 w 足够 大 .对 数 正 
态 分 布 将 趋 于 客 律 分 布 , 其 尾巴 比较 长 . 

列 维 分 布 已 经 在 第 五 昔 有 所 论述 . 这 种 分 布 的 数学 表达 式 不 易 写 出 ,但 它 
的 传 里 叶 变 换 可 以 方便 地 写 出 . 

概率 密度 f(u) 的 侍 里 叶 变 换 


十 性 


p(k) = | wera (8. 67) 


称 为 特征 函数 (characteristic function). 按 (8.56) 式 , 它 也 可 以 称 为 e* 的 平均 
值 (e™*). 概率 密度 /(w) 也 即 是 特征 函数 p(k) 的 道 变换 : 


+ 


f(u) 三 一 A "dk, (8. 68) 
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(b) 


8.17 对 数 正 态 分 布 
(a) 累计 概率 密度 ;(b) 概 率 密 度 分 布 郴 数 


例如 ,对 正 态 分 布 (8.55) 式 , 它 的 特征 函数 为 

pth) =e 4 ， (8. 69) 
由 概率 密度 f(w) 按 照 (8. 56) 式 去 求 矩 是 相当 麻烦 的 ,但 若 有 特征 函数 p(k) 就 
方便 多 了 . 例如 按 (8. 67) 式 ,有 


十 ce 
d 
2 _ = | wf au = fs 
dg py i 
a = {a flu)du = (CD (ww ). 
dk k=0 
一 般 情 况 有 ， 
d”"g ， 下 和 
一 GD" | wf (du = CES 
dk” 太一 0 
所 以 m 阶 矩 为 
上 (8.70) 
人 


(8. 70) 式 说 明 , 的 m 阶 矩 (zx" > 可 以 用 特征 函数 gC%) 的 m 阶 微 商 在 & 二 0 处 的 
值 求 得 ,这 比 用 (8.56) 式 的 积分 方法 方便 得 多 . 这样 ,由 正 态 分 布 特征 函数 
(8. 69) 式 容易 求 得 它 的 各 阶 矩 : 
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d 2 2 
Eh 一 一 iCe 7°* )E kg) | yo0=0, 
1 dk k=0 
2 1 ge 一 于 站 = 
! | 2 十 (一 Mo2) Ce *™* )(—ko’)]|s-o =0 


所 得 结果 与 (8. 59) 式 相同 . 
研究 满 流 时 常 遇 到 a 稳定 分 布 . 无 偏 斜 度 ( 即 对 称 ) 的 v 稳定 分 布 的 特征 肯 
数 为 


pI=e (I), (8.71) 
a 二 2 时 即 正 态 分 布 ,a=1 时 为 柯 西 分 布 , 柯 西 分 布 的 概率 密度 为 


f(W) = 半 (8. 72) 
a 稳定 分 布 有 一 个 重要 特点 ,车 a€[0,2), 则 

(ww")—>00, mELO0,2). (8.73) 
对 柯 西 分 布 (8. 72) ,显然 有 

(Wu)=0, (wu’)—>o0. (8. 74) 


由 于 灌流 有 大 小 不 同 尺 度 , 如 大 气 中 涡 旋 的 水 平 尺 度 , 大 至 数 千 千 米 , 小 至 几 毫 米 . 
求 得 的 平均 值 (1 阶 矩 ) 甚 至 方差 (2 阶 矩 ) 出 现 (8. 73) 式 发 散 的 结果 就 不 足 为 奇 了 . 
尽管 a 稳定 分 布 有 特征 函数 表达 式 (8. 71) ,但 a 概率 


密度 函数 ) 一 般 很 难 给 出 解析 表达 式 , 不 过 当 a 二 二 时 ， 对 应 的 概率 密度 有 如 下 
表达 式 : 


1 
| uE(0, 二 oo),， (8.75) 
fl(u)=0, WE (eo0s0), 

(8.75) 式 称 为 列 维 分 布 ， 有 时 也 将 (8.75) 式 的 宕 函数 形式 

Feew = (8.76) 


称 为 列 维 分 布 . 

将 (8.55) 式 和 (8.76) 式 比较 看 出 , 正 态 分 布 是 指数 函数 .而 列 维 分 布 是 寡 函 
we 
人 归纳 的 结 ! 

前 者 是 对 称 的 ,后 者 通常 有 较 长 的 尾巴 ,甚至 有 无限 大 的 方差 . 图 8. 18 是 正太 
共 布 和 网 维 分布 的 性 率 密度 耻 数 的 比 轻 . 图 & 19 是 正 性 分 布 对 应 的 布衣 运动 和 
列 维 分 布 对 应 的 列 维 运动 的 区 别 . 从 图 8. 18 看 出 , 列 维 分 布 有 较 长 的 尾巴 , 即 大 
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涨 落 事件 仍 有 一 定 的 概率 . 从 图 8. 19 看 出 ,布朗 运动 每 一 步 游 动 的 距离 差别 不 
大 ,而 列 维 运 动 有 时 一 步 可 以 游 动 很 长 的 距离 ,这 就 是 $ 1. 8 的 异常 扩散 的 原因 . 


布朗 运动 列 维 运动 
8.19 ”布朗 运动 和 列 维 运动 轨迹 的 区 别 
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科 尔 莫 戈 罗 夫 早 已 认识 到 满 流 的 无 特征 尺度 性 ,认为 在 雷诺 数 Re 很 大 
时 , 满 流 可 以 由 相差 很 大 、 不 同 尺 度 的 涡 旋 组 成 . 最 大 的 涡 旋 直接 由 平均 流 场 
(或 平均 温度 场 ) 的 不 稳定 性 及 边界 条 件 产生 . 大 涡 旋 通 过 惯性 将 能 量 输送 到 
或 破裂 成 较 小 的 涡 旋 , 较 小 的 涡 旋 又 破裂 成 更 小 的 涡 旋 , 这 样 就 形成 一 连 串 无 
穷 多 级 的 大 大 小 小 的 涡 旋 ,就 是 所 谓 的 级 联 过 程 .大 涡 旋 从 外 界 获取 能 量 , 未 
级 传递 给 次 级 涡 旋 ,最 后 在 最 小 的 涡 旋 尺度 上 被 黏 性 所 消耗 . 由 于 雷诺 数 比 
较 大 ,级 联 较 多 ,在 级 联 过 程 中 ,小 尺度 (大 波 数 ) 的 湛 流 最 终 必定 达到 某 种 统 
计 平衡 状态 ,并 且 不 再 依赖 于 产生 注 流 的 外 部 条 件 ( 它 们 是 非 各 向 同性 的 ) ,而 
形成 所 谓 “ 局 地 均匀 各 向 同性 滑 流 ”. 也 就 是 说 ,虽然 大 尺度 满 流 是 非 均 匀 非 各 
向 同性 的 ,但 小 尺度 油 流 仍 可 以 看 成 是 均匀 各 向 同性 的 , 油 流 具有 普遍 的 统计 
规律 . 
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为 了 确定 这 些 规 律 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 在 1941 年 提出 两 条 假设 (简称 K41 模型 ). 

假设 一 :在 雷诺 数 足 够 大 时 ,存在 一 个 高 波 数 区 ,其 中 消 流 处 于 统计 平衡 状 

态 ,小 尺度 的 满 流 统计 特征 由 尺度 7 或 波长 &、 满 流 能 量 耗 散 率 e 和 分 子 运 动 学 
黏 性 系数 ， 决定 ,其 中 

r<L, (8 77) 


其 路 一世 称 为 最 大 湛 流 尺度 或 积分 尺度 ， 由 和， 还 决定 了 消 流 的 最 小 尺度 


7 二 ( 守 ) .这 个 区 域 称 为 平衡 区 , 见 图 8,20, 它 包括 了 图 中 以 惯性 输送 起 主导 


作用 的 惯性 区 和 耗 散 区 . 图 中 波 数 & 较 小 (尺度 大 ) 的 区 域 从 外 界 获 取 能 量 , 称 
为 含 能 涡 区 ; 波 数 很 大 时 ,尺度 小 到 分 子 的 区 域 耗 散 能 量 , 称 为 耗 散 区 .因为 6 
的 单位 是 m” 。s“,v 的 单位 为 m*。，s ',k 的 单位 为 m ' ,能 谱 S(k) 的 单位 
m”。s“, 则 可 建立 起 注 流 能 谱 的 关系 

S(k)= f(k,e,v). (8.78) 


图 8.20 ” 江 流 高 频 能 谱 区 的 划分 


这 里 有 四 个 相关 物理 量 , 具 有 2 个 独立 的 量 纲 LLJj 和 [LT], 由 开 定 理 , 可 形成 两 个 
无 量 纲 量 
3 


ID 人 
eskh 3 


II =ky, (8. 79) 


因而 得 到 滑 流 区 的 能 谱 为 
SG) 一 er FCAD)， (8. 80) 
其 中 F(k 力 是 ky 的 待定 函数 . 
假设 二 : 当 和 雷诺 数 Re 足够 大 时 ,在 上 述 局 地 均匀 各 向 同性 的 平衡 区 中 .又 
有 一 个 仅 由 参数 确定 的 子 区 域 , 称 为 惯性 子 区 , 见 图 8. 20 .其 尺度 满足 
nr<r<L. (8.81) 
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在 这 个 区 域 , 汕 流 的 统计 特征 仅 决 定 于 s 和 7 ,而 与 v( 或 妃 无 关 . 
对 于 速度 差 的 2 阶 结构 函数 S, (7) 二 (Lu(z 十 r) 一 w(x)]), 设 它 是 e 和 尺度 
"的 函数 ,那么 从 量 纲 上 立即 得 到 
Ss(r)ocef ri =efr”. (8. 82) 
这 是 著名 的 2 阶 结构 的 “2/3 次 方 ? 定 律 , 其 中 2c 称 为 2 阶 结构 函数 标 度 指 数 . 
在 (8. 82) 式 中 , 知 将 二 变 成 Mr, 则 2 阶 结构 函数 满足 如 下 自 相 似 标 度 定律 
Sa (A7)=A”S,(7), (8. 83) 
其 中 


1 
了 (8. 84) 


Q 


速度 差 是 Av(7r) 二 (u(x 十 r) 一 w(x))occr*.a 称 为 速度 差 的 标 度 指数 . 
由 (8. 82) 式 求 得 应 流 耗 散 率 。 和 尺度 r 的 关系 为 
_ (SD) ,i 
i 了 
i 


由 于 一 于 ,所 以 在 科 尔 莫 戈 罗 夫 假设 下 , 汕 流 耗 散 率 。 是 和 无 关 的 常数 . 


对 于 g 阶 结构 函数 ,有 
S,(r)=([u(ztr)—u(z)] ocet rs. (8. 86) 


(8. 86) 式 说 明 ,g 阶 结构 函数 的 标 度 指数 为 本 = 


顺便 指出 ,对 于 尺度 ~ 远 小 于 科 尔 莫 戈 罗 夫 微 尺 度 7 的 耗 散 区 ,由 科 尔 莫 戈 
罗 夫 “假设 一 ”得 到 


(8. 85) 


Str (rn. (8. 87) 
科 和 尔 莫 戈 罗 夫 还 证 明 : 
Si (站 一 一 和 er 十 by en. (8. 88) 
对 于 惯性 区 ,3 阶 结构 函数 5S; 为 
S,(m)= 一 人 er (8. 89) 


这 是 很 重要 的 一 个 结果 ,所 有 满 流 理论 ,充分 发 展 的 满 流 都 要 满足 (8. 89) 式 ,或 
把 它 看 成 是 湾流 边界 条 件 . 实际 上 ,在 科 尔 莫 戈 罗 夫 关 系 式 (8. 88) 中 只 要 令 惯 
性 区 和 v 无关, 即 v=0, 就 直接 得 到 (8. 89) 式 . 与 (8. 83) 关 系 相似 ,3 阶 结构 函数 
满足 自 相似 的 标 度 律 

Ss(Ar)=A*S,(r)=AS3 (7), (8. 90) 


本 1 ci 
(8. 90) 式 再 一 次 证 实 滑 流 的 科 尔 莫 戈 罗 夫 标 度 指数 vc 一干 , 即 (8. 84) 式 ， 
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在 实际 中 常用 速度 差 
VS: (站 一 VCLxCz 十 门 一 wz) 王 )， reL, 
Av(r)= (8.91) 
/ulzi rm r), r=>Ls 
这 样 , 由 Ss(7) 或 S;(7) 得 到 
Av(r)oce? 3 se LL; (8. 92) 


(8. 92) 式 再 一 次 说 明 ,速度 差 的 标 度 指数 为 "一 二 

一 般 来 说 ,洪流 速度 差 Av(7) 的 概率 密度 分 布 不 是 高 斯 正 态 分 布 ， 图 8. 21 是 
风 洞 实验 结果 . 图 中 纵 坐 标 是 of(Av(r)) ,采用 对 数 坐标 , 模 坐标 是 2 ,采用 
线性 坐标 ,o? 一 (CAv(r))*) ,图 中 虚线 是 标准 的 高 斯 分 布 . 


r=3mm 


图 8.21 洋流 速度 差 Av 的 概率 密度 


从 图 8. 21 看 出 , 仅 大 尺度 (x 比较 大 ) 的 涡 旋 的 概率 密度 f(Av(r)) 才 接近 
于 正 态 分 布 ,这 是 因为 尺度 较 大 时 各 种 尺度 的 涡 旋 随 机 地 对 速度 差 都 有 影响 . 
一 般 在 尺度 ~ 比较 小 时 ,两 点 的 速度 差 Av(7) 是 强烈 相关 的 ,它们 受 局 部 涡 旋 的 
影响 较 大 ,因而 Av(7) 的 概率 密度 绝 不 是 正 态 分 布 ,其 概率 密度 /(Av(x)) 的 尾 
巴 愈 来 愈 长 ,表明 速度 差 Aw(Cr) 的 涨 落 振幅 比较 大 时 ,虽然 其 概率 并 不 大 ,但 仍 
有 一 定 的 概率 ,也 说 明太 度 愈 小 , 消 流 强度 愈 强 . 这 种 大 涨 落 在 清流 中 起 着 非常 
大 的 作用 . 

若 用 偏 斜 度 (8. 60) 式 和 陡峭 度 (8. 61) 式 考虑 ,对 大 尺度 1,S=0.,F=3. 在 > 
比较 小 时 , 莫 宁 (Monin) 得 到 S==0, FA4. 
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在 局 地 各 向 同性 满 流 中 ,两 点 速度 差 Av(r) 的 概率 密度 分 布 的 偏 斜 度 可 以 
表示 为 
Ss (7) 
LSaCr) 2" 
根据 科 尔 莫 戈 罗 夫 “ 第 二 假设 ”, 在 惯性 区 S 仅 是 s 和 > 的 函数 ,但 是 由 于 se 和 > 
两 者 不 能 构成 无 量 纲 量 S, 因 而 在 惯性 区 S 只 能 是 常数 , 故 由 (8. 93) 式 ,得 


er 一 — SAzer. (8. 94) 


S= (8. 93) 


S;(7r)=S[S,(r)] i=S(Aeiri)i=— 


实验 结果 S==0.4, 故 A=1. 6. 

将 S 为 常数 代入 科 尔 莫 戈 罗 夫 方程 (8. 88) ,得 到 

dS, (7) 
dr 


+|SI[S: C7) = Ser. (8. 95) 


y 


令 > 一 S (zz 本, 则 (8 95) 式 化 为 


dy 得 洛 
二 好 一 革 (8. 96) 


te dt de ei 
由 “第 二 假设 ”, 主 要 是 把 第 一 假设 (8.79) 式 的 I 设 为 常数 , 即 得 惯性 区 的 


能 谱 

S(k)=Cefk 3. (8. 97) 
(8. 97) 式 说 明 ， 均匀 各 向 同性 湾流 功率 谱 的 标 度 指数 为 一 已， 该 能 谱 满 足 
波 数 空间 的 自 相 似 标 度 律 

Sk)=A ?SC(k). (8. 98) 


对 于 被 动 清流 标量 ,如 位 温 0, 它 在 平衡 区 和 惯性 子 区 的 能 谱 分 别 可 写成 
Sy(k)ocese Yk 了 F(ky) (平衡 区 )， 
Solk)occere -YA + (惯性 子 区 )， 
其 中 ,es 是 分 子 热 耗 散 率 , 它 的 单位 是 度 '/ 秘 . 
如 何 从 物理 上 论证 湛 流 功率 谱 的 标 度 指数 是 一 了 仍然 是 没有 解决 的 问题 
从 拓扑 上 讲 , 由 于 非 线性 的 局 部 不 稳定 ( 伸 长 ) 和 整体 稳定 ( 折 释 ) , 常 形 成 流体 中 
两 边 差异 较 大 的 奇异 性 表面 ,图 8. 22(a) ,(b),(c) 是 常见 的 三 种 ,图 8. 22(a) 是 
区 入 在 三 维 空间 的 康 托 尔 表面 . 如 果 将 初始 尺度 缩 碱 到 吾 , 则 这 个 康 托 尔 表面 的 


维 数 就 是 DD 二 2 十 虹 二 了 了. 这 种 类 型 的 表面 可 以 由 流 场 方向 的 倒 向 产生 ， 图 
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Ky 


co| 一 


(a) 


图 8.22 奇异 性 表面 
(a) 康 托 尔 表面 ;(b) 涡 旋 伸 长 ;(c) 螺旋 


8. 22(b) 表 面 是 由 于 涡 旋 伸 长 ,使 初始 平滑 的 表面 变 成 13 个 小 的 方块 ,其 维 数 是 


D=—Te ~2. 334. 图 8. 22(c) 表 面 是 常见 的 一 种 螺旋 表面 . 可 以 证 明 ,这 个 表面 


与 它 的 垂直 平面 的 交集 是 螺旋 线 > 一 0 “, 它 与 通过 原点 直线 的 交集 是 点 集 , 其 


维 数 D 一 元 = 也 .其 中 的 数字 2 就 是 对 数 螺旋 的 指数 “一 2" 中 的 数字 2, 因 而 


螺旋 表面 的 维 数 D 一 D' 十 2 一 二 .这 三 个 表面 的 分 数 维 几乎 都 是 村 ,那么 满 流 点 
集 的 分 数 维 D' 一 于 一 2 一 子 . 若 认为 清流 速度 曲线 是 沿 着 上 述 分 形 表面 的 两 边 
运动 的 ,那么 这 条 曲线 的 维 数 就 是 1 二 2。 二 = 一半. 按 (5. 28) 式 ,此 分 形 速度 曲线 


的 赫 斯 特 指数 有 二 2 一 二 一 
按 (5. 32) 式 为 


半 , 它 就 是 (8. 84) 式 中 的 <。 此 时 汕 流 功率 谱 的 指数 


p=2H 十 1= 己 ， (8. 99) 

《8. 99) 式 中 2H 是 2 阶 结构 函数 的 指数 ,也 就 是 说 清流 功率 谱 指 数 是 2 阶 结构 
函数 指数 加 1. 

由 于 科 尔 疯 成 罗 夫 均匀 各 向 同性 满 流 模型 由 大 涡 旋 级 联 到 小 涡 旋 是 按照 一 

分 为 二 ,二 分 为 四 这 样 的 方式 进行 的 ,车 设 原来 尺度 为 1 的 小 立方 体 , 即 六 三 1， 


然后 级 联 成 尺度 为 7 = 六 的 小 立方 体 ,此 时 小 立方 体 的 个 数 为 四 ,级 级 联 以 
后 ,尺度 为 六 ,小 立方 体 的 个 数 为 2"”, 见 图 8. 23 .那么 按照 分 数 维 的 定义 ,小 立方 
体 的 体积 和 尺度 的 关系 为 


V=r， (8. 100) 
即 
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2 
C 〇 OOCOocCDCCCCO 能 量 通 量 
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ETE 


能 量 耗 散 率 e 


图 8.23 满 流 科 尔 莫 戈 罗 夫 模型 级 联 过 程 


LA 
( 雪 ) 三 {到}; (8. 101) 
对 (8. 101) 式 两 边 取 对 数 ,得 
3(nl—nln2)=y(lnl—nln2), 


a (lnl—nln2) _ 
# “(lnl—nln2) 


由 于 二 3, 公 式 (8. 101) 和 普通 的 实 立方 体 的 体积 相同 ,因此 均匀 各 向 同性 汕 流 
的 分 数 维 


3. (8. 102) 


至 一 oo 一 人 (8. 103) 
$8.6 间 吹 灌流 的 户 模 型 


科 尔 莫 戈 罗 夫 模式 认为 满 流 是 充满 空间 的 ,而 实际 上 小 涡 旋 并 不 充满 空间 ， 
那么 活动 涡 旋 所 占 的 概率 按 (2. 17) 式 为 
plr)ocrs?, (8. 104) 
见 图 8. 24. 仍 假设 惯性 子 区 中 能 量 通 量 就 是 满 流动 能 耗 散 率 6, 但 只 由 活动 涡 
旋 那 一 部 分 耗 散 , 即 


CAV) sp CAV (8. 105) 
天 


《e)=p(r) 


由 此 求 得 
Au(r) 一 r (8. 106 ) 


将 它 和 (8. 84) 式 比较 ,得 到 有 模型 的 速度 差 的 标 度 指数 为 
D—2 (8. 107) 
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CODO ~ 
35 5 


能 量 耗 散 率 


刀 . . . ee 


8.24 ”灌流 模型 级 联 过 程 


同样 ,能量 (Avz(r)) 也 只 是 针对 活动 涡 旋 那 一 部 分 , 即 


S; ( 门 一 ((Au(r))2)s 罗 (0r)(r =r rit, (8.108) 
将 它 和 (8. 82) 式 比较 看 出 ,2 阶 结构 函数 的 标 度 指数 为 
_2 ,3 一 D 
= (8. 109) 
由 2 阶 结构 函数 和 功率 谱 之 间 的 关系 (8. 99) 式 ,得 到 
E = {DS .aD 
B 一 久 十 1 二 ( 导 十 jE pe (8. 110) 
所 以 8 模型 的 功率 谱 表 达 式 为 
S(R)zR- (+ 二 ). (8. 111) 


(8. 108) 和 (8. 111) 式 合 起 来 称 为 间 吹 洪流 的 8 模型 这 里 ,8 就 是 (8. 104) 式 中 
的 p(7), 即 每 级 联 一 次 ,小 涡 旋 的 个 数 以 B==p(7) 的 倍数 增加 . 显然 当 D=3 时 ， 


(8. 107) 式 ,(8. 109) 式 和 (8. 111) 式 就 退化 为 科 尔 莫 欧 罗 夫 的 结果 :a 一 二,& 一 


村, 功率 谱 指数 8 一 了 了 . 
将 此 结果 用 于 4 阶 矩 ， 
〈g?) 一 力 (7 


下 面 我 们 来 求 9 阶 结构 函 数 S,(r) 的 标 度 指数 .车 (8. 88) 式 中 g 阶 结 构 函 
数 S,(7) 的 标 度 指数 为 &, 即 


3 
B= (8. 112) 


S.A) = AvV(N Yocr., (8 113) 
按照 (8. 86) 式 ,对 科 尔 莫 戈 罗 夫 理论 ， 
本 (8. 114) 
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若 设 消 流 能 量 耗 散 率 s(~) 不 是 常数 ,而 是 随 尺 度 变化 , 且 它 的 9 阶 和 矩 的 标 度 指数 
为 rm ，, 即 | 


((e(r)) Yer, (8. 115) 
由 (8. 92) 式 ,得 
(Av(7r))’oces rs (8. 116) 
或 
((Av(r)) ocri((el(r))s ocri rs. (8. 117) 


将 (8.117) 式 和 (8. 113) 式 比较 ,得 到 


二 i (8. 118) 
比较 (8. 118) 式 和 (8. 113) 式 看 出 ,在 科 尔 英 戈 罗 夫 理论 中 二 0, 即 e 为 常数 , 然 
而 实验 表明 , 消 流 动能 耗 散 率 s 有 极 大 的 随机 性 , 即 (8. 115) 式 中 zt 了 关 0. 物理 上 


讲 , 小 尺度 满 流 涡 旋 并 不 充满 空间 , 即 淇 流 是 间歇 的 和 奇异 的 ,怎么 来 描述 这 种 
非 均 匀 性 呢 ? 若 涂 流 是 均匀 的 ,如 科 尔 莫 芯 洛 夫 均 匀 各 向 同性 洲 流 理论 ,只 要 用 


一 个 标 度 指数 一半 就 可 以 描述 了 . 现在 ,由 于 滑 流 是 非 均匀 的 应 该 用 不 同 的 标 


度 指数 , 由 (8. 114) 式 看 ,均匀 洲 流 4 阶 矩 的 标 度 指数 是 vg (其 中 一 亏 ) ,在 非 


均匀 情况 ,a 不 再 是 常数 ,而 应 该 是 a(g). 这 就 是 上 一 章 多 重 分 形 的 观点 . 
重新 考虑 (8. 117) 式 并 利用 (8. 104) 式 (d= 二 3) ,有 


S, = 〈((Av(r))’)» = | Cav )pLAv Cr JacAver)) 


一 | racaoD) CC 7 . (8. 119) 
当 一 >0 时 ,对 上 面积 分 贡献 最 大 的 是 ag 十 3 一 D 的 最 小 项 , 即 
&=min(ag+3—D), (8. 120) 
故 
dD_ 
da da 
即 
0 =g. (8. 121) 
da =a(g) 
这 样 
&,=a(g)g+3— DLa(g)]. (C8: 122) 


由 (8. 122) 式 , 求 得 
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4 了 4 da dDda _dD\da_ 
tg dat+ (a de ) a a), (8. 123) 


因此 车 已 知 速度 差 g 阶 矩 的 标 度 指数 所 , 则 由 (8. 123) 式 就 可 以 求 得 速度 差 的 标 
度 指数 a, 再 由 (8. 122) 式 求 出 分 数 维 D，(8. 121),(8. 122) 式 和 (8. 123) 式 就 是 
多 重 分 形 在 消 流 中 的 表达 式 . 


对 科 尔 英 欧 罗 夫 浇 流 ,二 也 ,因而 由 (8. 123) 式 ,得 


CE (8. 2 


故 

D=3. (8. 125.) 
这 就 说 明科 尔 英 蕊 罗 夫 油 流 的 标 度 指数 是 常数 一 三 , 即 消 流 充满 三 维 空间 ,无 
间歇 . 

再 介绍 一 种 由 伯 格 斯 (Burgers) 方 程 

ax _ du 
OX "Br: 
产生 的 激 波 庙 流 . 当 g 宇 1 时 ,通常 有 & 二 1. 因为 只 考虑 有 活动 涡 旋 的 部 分 ,由 
(8. 105) 式 求 得 s 的 9 阶 矩 为 


(e> 
plr) 


au 到 
yt (8. 126) 


9 
(e)=pOn) ( ) =(e)" [Lp(r)] a (EY D)(1 2) . (8&. 127) 


将 (8. 127) 式 与 (8. 115) 式 比较 ,得 


18 一 一 7)5 (8. 128 ) 

再 由 (8. 118) 式 ,得 
过 ey 
下 Dy (1 一 上} (8. 129) 


由 此 看 出 , 若 D=3, 则 一 地 ,此 即 科 尔 莫 臣 罗 天 清流 . 


由 (8. 129) 式 , 若 D==2, 有 
高 二 1， (8. 130) 
再 由 (8. 123) ,得 二 0, 故 伯 格 斯 清流 的 速度 差 标 度 指 数 为 w=0. 维 数 D=2. 
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从 分 形 角度 看 ,B 模 型 是 分 形 维 数 2<<D<3 的 滑 流 模型 ， 
$ 8.7 佘 满 流 模型 


余 湛 流 模 型 是 中 国学 者 余 振 苏 于 1994 年 建立 的 . 模型 中 


名 一 7g 十 C(1 一 外) ， (8. 131) 
其 中 ,参数 BE[L0,1],7y 为 常数 . 将 (8. 131) 式 对 g 求 导数 并 由 (8. 123) 式 ,得 
d 
和 一 一 Cprlnp 一 eg)， (8. 132) 


所 以 标 度 指数 a 是 随 q 变化 , 即 满 流 是 间 吹 性 的 . 
余 满 流 模型 包含 了 科 尔 英 戈 罗 夫 满 流 和 伯 格 斯 湛 流 ， 当 6 二 1 时 ,由 
(8. 131) 式 得 到 


各 一 鸭 一 (>= 却 )， (8. 133) 


这 就 是 科 尔 莫 戈 罗 夫 消 流 . 当 8->0 时 ,由 (8.132) 式 并 按 求 极 限 的 洛 必 达 法 则 ,得 
i Ing __ c 


=7+ Ep =y=a=0, (8. 134) 
这 就 是 伯 格 斯 江 流 ， 因 此 常 说 余 满 流 介 于 伯 格 斯 湛 流 (8 二 0,a 二 0,D= 二 2) 和 科 尔 
英 戈 罗 夫 涨 流 (8 一 1,4 一 地 ,D 一 3 ) 之 间 . 
现在 讨论 余 注 流 模型 中 参数 7 和 C 的 意义 . 由 (8. 132) 式 ,在 g 一 十 ce 时 , 式 
中 第 一 个 等 号 右边 的 第 二 项 原来 为 正 , 现 在 变 为 0, 故 
7 一 amin， (8. 135) 
而 Avccm 就 表示 速度 差 Av 的 涨 落 最 大 ,因此 y 代表 最 强 涨 落 的 标 度 指数 . 同 
样 ,由 (8.122) 式 ,在 一 十 co 时 ， 
3—D=é,—ag=7Yg+C(1—8")—7yg=C(1—p"). (8. 136) 
在 g 一 十 2 时 ,上 式 右 端 达到 最 大 值 C, 即 余 维 数 3 一 D=C 最 大 ,或 者 DD 最 小 ， 
所 以 速度 差 Av 的 涨 落 最 强 时 对 应 于 awis 和 Di. 
在 余 模 型 (8. 131) 中 ,我 们 要 求 3 阶 结构 函数 的 标 度 指数 为 1, 即 与 三 1. 在 
(8. 131) 式 中 今 g==3, 得 到 
1=3y 十 C(1 一 PB). (8. 137) 
此 时 (8. 131) 式 中 的 常数 C 为 
Ce (8. 138) 
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这 样 (8. 131) 式 就 为 
下 一 多 
i (8.139) 


二 
3 


余 振 苏 在 (8. 139) 式 中 取 了 一 二,= (三 ) ， 


图 8. 25 表明 余 模 型 和 科 尔 莫 戈 罗 夫 模 
型 & 的 差别 . 
图 中 圆 点 代表 实验 结果 . 由 图 8. 25 看 


出 , 间 吹 湛 流 的 余 模 型 和 实测 结果 更 接近 ,万 
图 8.25 6 对 gq 的 曲线 其 是 高 阶 矩 . 


$ 8.8 对 数 正 态 模型 


实际 上 这 个 模型 是 科 尔 莫 戈 罗 夫 和 奥 布 霍 夫 在 1960 年 第 一 个 建立 的 间 吹 

浇 流 模型 .该 模型 有 一 个 自由 参数 ,可 以 比较 合理 地 预测 g 阶 矩 标 度 指数 随 < 
的 变化 ,虽然 8 模型 是 最 简单 的 间 鞭 滑 流 模型 ,包含 了 科 尔 莫 苞 罗 夫 和 伯 格 斯 
满 流 模型 ,但 是 从 g 阶 矩 的 表达 式 (8. 129) 式 来 看 ,其 标 度 指数 & 仍 和 9 成 线性 
关系 , 见 图 8. 26. 和 实际 消 流 的 高 阶 和 矩 相 比 ,8 模 型 和 科 尔 莫 戈 罗 夫 模型 都 存在 
缺陷 ,高 阶 矩 的 这 种 差异 主要 是 由 于 小 尺度 的 涨 落 有 时 很 大 , 仍 有 一 定 的 概率 
对 s 有 贡献 ,所 以 科 尔 莫 蕊 罗 夫 和 奥 布 霍 夫 假设 滑 流 耗 散 率 符 合 概率 尾巴 相对 
名 


0 -一 -一 


T La 
0 2 4 0 8 I0 12 14 16 18 9 


图 8.26 湛 流 各 种 模型 的 & 随 gq 的 变化 


引 自 U. Frish(1995) 
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较 长 的 对 数 正 态 分 布 , 即 
= = 1 — (lne—m)? 
fle)=—f (lne)= e (8. 140) 
€ eo V 2 
那么 s 的 qd 阶 和 矩 人 e?> 即 为 
(er) 一 Jaf 0a. (8. 141) 
A 
x 
y= 1ne, (8. 142) 


(8. 141) 式 变 成 


o V2n 
1 本 Cy—m)2 
= | e2 e 2 dy. (8. 143) 
o V2n 
和信 
y=or+m, dy=odz, (8. 144) 


(8. 143) 就 为 
1 .站 
(er 二 | ———e 7dzx 
V2n 


er” | 到 1 
V2n 


202 (mao)2 
一 e?” | e 入 dz 
V CT 下 
时 ; 
一 et (8. 145) 


由 于 像 图 8. 24 那样 的 级 联 过 程 , 对 数 正 态 分 布 的 方差 o 随 尺度 减 小 而 变化 ， 
可 以 设 
一 foi (8. 146) 


并 令 mm 二 一 所 ,那么 代入 (8. 145) 式 ,得 


dg 2 
(e(r)’)~e "7 31 


一 eg iy 

一 er 1) 

we Cemr ) 所 (9- 1) 

=r Sa (8. 147) 
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按照 (8.115) 式 , 耗 散 率 s(>) 的 9 阶 矩 的 标 度 指数 r, 为 
nm 一 一 了 949 一 1)， (8. 148) 


按 (8. 118) 式 ,速度 差 的 g 阶 标 度 指 数 为 &, 为 


= 一 (98). (8. 149) 


在 (8.149) 式 中 , 当 g==3 时 ,& 二 1. 这 和 科 尔 莫 戈 罗 夫 一 致 ,但 是 由 (8. 149) 式 看 
出 名 随 q 的 变化 是 非 线性 的 , 见 图 8. 26. 

应 该 特别 指出 , 佘 模型 实际 上 就 是 对 数 泊 松 模型 . 

对 于 给 定 尺 度 ~, 汕 流 能 量 耗 散 率 


e(7) ~7B", (8. 150) 
其 中 是 独立 的 泊 松 随机 变量 . 带 有 平均 值 为 4 的 泊 松 分 布 
pln)—e aT, st Ca, 1813 
因此 ,e 的 g 阶 和 矩 
(er = 1 3 pn) 
mr 
一 > 0 


= /re ew 
= rea. (8. 152) 
若是 对 数 正 态 分 布 , 则 上 式 变 成 
Catr) hp (8. 153) 
即 e(7) 的 gq 阶 矩 的 标 度 指数 为 
中 一 yq 一 (1 一 序 ). (8. 154) 


这 和 余 模 型 一 致 . 


小 结 


满 流 是 个 物理 学 的 老 难题 . 自从 有 了 混沌 、 分 形 之 后 ,人 们 对 满 流 的 认识 大 
大 提高 了 . 混沌 的 多 尺度 反映 在 倍 周期 分 岔 或 拟 周期 通 向 混沌 之 路 ,将 混沌 的 
点 集 分 割 成 两 标 度 的 康 托 尔 集 . 从 分 形 的 观点 看 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 汕 流 相当 于 分 
形 维 数 D 二 3, 它 表示 满 流 充满 空间 . 伯 格 斯 满 流 相当 于 维 数 D 二 2. 实际 的 油 流 
的 维 数 介 于 2 和 3 之 间 , 它 们 是 间 吹 注 流 . 
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为 何 时 间 序 列 会 与 分 形 相 联系 呢 ? 前 面 几 章 我 们 多 次 提 到 的 处 处 不 可 微 的 
函数 就 和 时 间 序 列 很 相似 ,因为 所 谓 时 间 序 列 , 就 是 隔 一 定时 间 间 隔 ( 例 如 每 天 
一 次 ,每 月 一 次 等 ) 所 观测 到 的 物理 量 的 数值 ,将 这 数值 相连 接 起 来 必然 是 处 处 
不 可 微 的 函数 . 这 恰恰 就 是 分 形 的 特征 之 一 . 本章 着 重 介 绍 目前 对 混沌 时 间 序 
列 研 究 常 用 的 一 些 概 念 和 方法 . 


$9.1 相 空 间 和 相 轨 迹 


研究 时 间 序 列 的 分 形 ,不 单 是 求 出 一 个 维 数 而 已 ,我 们 的 目的 是 预测 ,因此 
最 理想 的 方法 是 从 时 间 序 列 中 建立 一 个 能 用 公式 表示 的 不 同时 刻 物 理 量 之 间 的 
关系 . 例如 映射 离散 动力 系统 
Xanti— fm) R00, 1 ,2 (9. 1) 
或 连续 动力 系统 
二 (x) (9. 2) 
都 是 物理 量 状态 zx, 或 x 随时 间 变 化 的 系统 . 为 此 我 们 需要 确定 所 研究 的 物理 
量 . 例如 略 我 们 要 研究 猫 出 生 以 后 健康 状况 随时 间 的 演化 ,我 们 可 以 用 猫 的 重 
量 x 一 NN, 身 高 x 一 映 , 茜 毛 的 数目 x; 一 M( 即 单位 面积 上 莹 毛 的 数量 ) 这 三 个 
变量 来 描述 . 若 以 zi ,zi ,zi 为 坐标 轴 , 它 们 就 构成 一 个 相 空间 Cx ,zx;,xs), 相 
空间 中 的 每 一 点 就 相应 于 一 个 向 量 x(xi ,zy ,zs), 它 代表 猫 健 康 的 瞬时 状态 . 见 
图 9.1Ca). 男 外 , 猎 的 食品 的 营养 可 以 作为 一 个 参数 ,这 样 ,从 猫 出 生 (1 二 0) 
开始 , 随 着 时 间 的 流逝 , 猫 的 映射 状态 沿 着 一 条 曲线 移动 ,它们 在 相 空 间 就 形成 
状态 的 一 条 轨迹 ,这 就 叫 相 轨迹 , 见 图 9. 1(b). 有 二 ,x ,xs 三 个 状态 变量 随时 
间 演 化 就 形成 三 维 自治 动力 系统 : 
过 | = (RL Ty ,0 ) ， 
y= fo (xys Rey Ty ‘1)， (0 3 
还 3 三 A fs 4). 
奉 在 (9.3) 式 中 将 训 ,zs ,x 分 别 看 成 是 速度 向 量 viiwis ts) 的 三 个 分 景 . 那 
么 速度 ”的 散 度 
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图 9.1 猫 健康 状态 的 演化 


就 代表 流体 流出 去 的 体积 量 . 若 Y "一 0, 就 表示 流出 去 的 等 于 流 进来 的 , 则 该 
系统 是 保守 系统 . 若 Y ，?<0 ,表示 流出 去 的 比 流 进 来 的 少 ,因此 该 系统 是 耗 散 
系统 . 见 图 9. 2, 其 中 Y 代表 相 空间 体积 . 


所 四 


图 9.2 相 空 间 体 积 的 变化 
(a) 耗 散 系统 ;(b) 保守 系统 


在 三 维 动力 系统 常见 的 运动 形态 有 四 种 ,在 耗 散 系统 中 , 称 为 四 种 吸引 子 : 

(1) 定常 状态 . 它 在 向 空间 中 是 一 个 点 ,表现 在 状态 随时 间 不 变化 ， 

(2) 极限 环 . 它 在 相 空 间 中 是 一 条 闭合 曲线 ,状态 随时 间 以 周期 为 工 变化 ， 

(3) 二 维 环 面 上 的 拟 周期 运动 . 它 随时 间 变 化 的 图 像 , 带 有 两 个 特征 周期 
T， 和 T;，, 且 它们 的 比 是 无 理 数 . 

(4) 非 周 期 的 混沌 运动 ， 它 们 在 相 空 间 中 ,在 有 界 区 域内 形成 分 形 集合 . 

它们 在 相 空 间 的 轨迹 及 相应 的 时 间 序 列 见 图 9. 3. 

从 图 9.3 看 出 ,我 们 重点 是 研究 混沌 状态 的 时 间 序 列 ， 

表 9. 1 列 出 这 种 吸引 子 的 特征 ,其 中 的 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 指 数 和 燃 
下 面 我 们 将 会 说 明 . 
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图 9.3 三 维 动力 系统 的 四 种 吸引 子 和 相应 的 时 间 序 列 
(a) 定常 吸引 子 ;(b) 周期 吸引 子 ;(c) 拟 周 期 吸引 子 ;(d) 混沌 吸引 子 


表 9.1 三 维 相 空间 中 四 种 吸引 子 特征 


以 上 说 明 ,要 描述 物理 状态 的 演化 ,理想 的 方法 是 建立 离散 或 连续 动力 
系统 . 
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$9.2 重 构 相 空 间 的 原因 


大 家 知道 , 单 摆 方程 为 
并 十 二 0 


J (9. 5) 


y=—z， 


其 中 “”“.… ”分别 表 示 对 时 间 的 一 阶 和 二 阶 导数 ,由 (9. 5) 式 ,得 到 


或 
Zdz 十 ydy 王 0， 

所 以 ,在 状态 ( 相 ) 空 间 (z,y) 中 , 单 摆 的 轨道 是 一 个 圆 ,如 图 9. 4. 单 摆 方 程 为 

Z 十 多 一 C， (9. 6) 
因此 任何 一 个 时 刻 的 位 置 及 其 速度 就 是 按照 图 9.4 中 的 箭头 移动 所 确定 的 . 相 空 
间 (z,y) 中 的 每 一 点 (x,y) 只 有 一 个 位 置 x 和 速度 y, 但 是 方程 (9. 5) 的 解 却 是 

工 一 COst， (9.7) 

是 一 个 时 间 序 列 . 轨迹 和 时 间 序 列 有 什么 关系 呢 ? 例如 按 图 9.4 的 箭头 A 一 O 
一 有 -~O 一 A 一 … 得 到 时 间 序列 1,0, 一 1,0,1,…, 从 工 轴 上 看 如 图 9.5. 它 是 工 
轴 上 A,B 两 点 之 间 的 来 回 振荡 . 这 种 振 功 的 情况 并 不 是 轨道 ,因为 它们 在 某 一 
点 上 (如 书 点 ) 既 可 能 向 左 , 也 可 能 向 右 运 动 , 也 就 是 说 在 同一 时 刻 i, 它 们 有 可 
能 有 不 同 的 位 置 或 者 速度 >, 与 轨道 的 概念 ( 即 某 一 时 刻 只 有 唯一 的 位 置 和 速 
度 ) 相 矛盾 ,也 就 是 和 实际 状态 的 演化 相抵 触 . 实际 上 ,时 间 序 列 只 是 图 9.4 的 
圆 形 轨道 在 z 轴 上 的 投影 ,我 们 不 能 把 这 种 投影 构成 的 时 间 序 列 看 成 是 一 个 动 
力学 系统 轨道 ,因此 时 间 序 列 并 不 能 代表 系统 状态 随 轨 道 的 演化 . 


B P 4 大 


图 9.4 状态 空间 (x,y) 中 单 摆 的 轨道 图 9.5 时 间 轴 上 的 状态 变化 
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如 何 用 一 个 变量 的 时 间 序 列 构造 系统 的 相 空 间 呢 ? 上 述 例子 中 ,投影 的 时 
间 序 列 只 一 个 坐标 z, 相 平面 的 另 一 个 坐标 可 以 用 y 一 伴 求 得 ,这 样 两 个 坐标 


(zx,y) 就 构成 了 一 个 相 平 面 . 
对 一 个 n 维 自治 动力 系统 


Zi= fi (zi ?并 2 Fh 


Es— f(x ye a) CE 


元 ,一 太 (zi X29 9 Tn), 


其 中 (zi ,xs，… ,zx, ) 就 是 该 系统 状态 ( 相 ) 空 间 的 坐标 . 
也 可 以 对 (9. 8) 式 微 商 消去 (x;,… ,zx ) 得 到 x 的 n 阶 微分 方程 


[> 二 (Cn 一 1) 
1 = f(x es ,Ee (9.9) 


此 时 ,状态 空间 的 坐标 轴 就 由 zi 的 各 阶 导数 Crizziyz ) 来 代 蔡 ,这 种 蔡 
代 并 不 损失 该 动力 系统 演化 的 信息 ,导数 是 由 不 同时 刻 的 时 间 序 列 值 

X(t) ,x(ttr) zt 十 2r) zzCG 十 (2 一 1)7r) (9. 10) 
的 差 构成 的 ,其 中 r 称 为 延迟 参数 . x(t 十 tc) 就 是 xz(7) 微 商 的 结果 , 即 x (1 十 7) 二 


(二 一 x(1)》 同样 z(t 十 27) 可 以 认为 是 二 阶 微 商 的 结果 、 


到 
因为 之 近似 可 以 表示 成 为 疙 下 一 全 中 如 ,其 他 类 似 , 即 (9.10) 


式 的 各 个 值 ,可 以 认为 是 工 的 各 阶 微 商 的 结果 . 这 样 z(b 以 及 延迟 r,2r,……,(7: 
一 1)r 的 zx 值 形成 个 坐标 ,代表 相 空 间 中 的 一 个 点 ,因此 由 (9. 10) 式 的 延迟 时 
间 序 列 来 构造 相 空 间 是 合理 的 . 


Zi) 十 过 (i)ry 或 十 一 


9.3 塔 肯 斯 定理 


时 间 序 列 已 经 有 很 长 的 研究 历史 ,并 已 经 有 广泛 的 应 用 ,那么 为 什么 现在 还 
要 柚 入 一 个 相 空 间 呢 ?传统 的 统计 方法 大 部 分 使 用 线性 模型 ,因此 不 能 得 到 最 
新 的 非 线 性 动力 学 的 研究 成 果 . 现在 已 经 广泛 认识 到 ,即使 最 简单 的 非 线 性 机 
制 也 能 产生 复杂 的 时 间 变 化 状态 一 一 混沌 和 复杂 的 混沌 时 间 序 列 . 传统 的 统计 
方法 没有 认识 到 混沌 时 间 序 列 是 由 确定 的 系统 产生 的 ,而 是 把 这 种 时 间 序 列 归 
结 为 随机 噪声 ,因此 用 传统 的 统计 方法 去 模拟 和 预测 这 些 时 间 序 列 往往 导致 失 
败 , 并 不 能 获得 重要 有 用 的 信息 . 然而 , 塔 肯 斯 (Takens) 发现, 从 一 个 未 知 的 确 
定 的 动力 系统 所 产生 的 时 间 序 列 能 够 重 构 出 该 未 知 系 统 的 动力 学 形式 ,这 就 大 
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大 加 强 了 研究 混沌 时 间 序 列 的 基础 . 
如 果 原 来 动力 系统 的 吸引 子 的 维 数 是 da ,得 到 的 一 系列 观测 数据 为 
be se (9.11) 
那么 ,用 这 些 数 据 ( 时 间 序 列 ) 来 重 构 的 相 空 间 的 维 数 n 为 多 少 呢 ?进一步 ,例如 
当 n 二 3 时 ,构造 方式 是 


(ZzoyZiyZ2)，(CZI5Z2yZ3)，(ZzyZ3yZ4) °° (9. 12) 
还 是 
(Xo sT2 9T4) 3 (ZI1yZ3yZ5)，(Z2 49Z6)， (9. 13) 
等 该 如 何 判 断 ? 塔 肯 斯 定理 的 回答 是 , 舱 入 的 维 数 n 要 满足 
n 宇 2da 十 1. (9.14) 


对 于 这 个 定理 我 们 不 予 证 明 , 只 加 以 说 明 . 设 集合 A 和 B 的 维 数 分 别 为 da 和 
ds, 若 把 该 问题 放 在 a 维 空间 来 讨论 ,那么 集合 A,B 和 A 门 B 的 余 维 数 分 别 为 
d—da,d—ds,d—dans. 

余 维 数 有 好 的 相 加 性 质 : 
d 一 办 十 d 一 da 一 4 一 dhna， 
故 得 到 
dans=dat+ds—d. (9. 15) 


我 们 可 以 用 几 个 例子 来 验证 (9. 15) 式 的 正确 性 . 

首先 看 两 条 曲线 在 平面 上 的 相交 . 因为 曲线 A 和 B 的 维 数 分 别 为 da 二 
ds 二 1 ,平面 的 维 数 d==2, 由 (9.15) 式 得 ,其 交集 的 维 数 dans 王 1 十 1 一 2 一 0. 这 
说 明 两 条 曲线 在 平面 上 一 般 相交 成 点 ,点 的 维 数 是 零 . 

再 看 两 条 曲线 在 三 维 空间 的 相交 情况 .曲线 A 和 B 的 维 数 分 别 是 da 二 
dy 二 1, 而 三 维 空间 的 维 数 d= 二 3, 由 (9.15) 式 得 dans 二 1 十 1 一 3 二 一 1, 这 说 明 两 
条 曲线 在 三 维 空 间 中 一 般 不 相交 . 

最 后 看 在 三 维 空间 中 一 条 曲线 与 一 个 曲面 能 否 相 交 ， 曲线 A 和 曲面 B 的 
维 数 分 别 为 d= 二 1,ds 二 2, 而 三 维 空间 的 维 数 d 二 3, 由 公式 (9. 15) 得 dans 王 1 十 
2 一 3 二 0, 即 三 维 空间 的 一 条 曲线 和 一 个 曲面 一 般 相交 于 一 个 点 . 

现在 我 们 应 用 (9. 15) 式 到 同样 的 对 象 (吸引 子 )da 一 du ,同时 dans 王 一 1, 即 
两 个 集合 不 相交 ,得 到 

d==2da 十 1. (9. 16) 
(9. 15) 式 说 明 ,嵌入 空间 的 维 数 4 一 般 至 少 是 混沌 吸引 子 维 数 d 的 两 信 . 例如 
: 维 空间 的 极限 环 吸引 子 , 三 维 相 空间 的 轨迹 是 不 相交 的 闭合 曲线 M, 闭 合 曲 
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线 是 ds 二 1 维 . 如 果 用 二 维 D=2 来 构造 ,结果 会 怎么 样 呢 ? 

图 9.6 显示 ,我 们 用 它 在 平面 上 的 投影 来 重 构 ,出 现 的 情况 或 是 不 相交 或 是 
相交 . 因此 二 维 空间 中 可 以 是 一 对 一 的 ,也 可 以 是 相交 的 . 由 于 交点 处 二 维 向 
量 场 有 两 个 不 同方 向 ,因而 其 交点 处 就 相应 于 原来 相 空 间 的 不 同 状态 ,这样 做 就 
不 合适 ,所 以 重 构 的 维 数 要 满足 &d 盖 2dA 王 2. 1 二 2. 这 就 意味 着 重 构 二 维 相 空 
间 并 不 能 保证 一 个 确定 性 的 描述 ,至 少 要 重 构 三 维 相 空间 . 


图 9.6 三 维 空间 中 一 个 不 相交 的 闭合 曲线 在 二 维 的 投影 


$9.4 混沌 和 噪声 


传统 的 统计 方法 把 随机 看 成 是 外 部 噪声 ,而 从 混沌 观点 看 ,随机 可 能 来 源 于 
非 线性 动力 系统 内 部 ,是 该 系统 本 身 固有 的 . 如 何 区 别 混沌 和 噪声 呢 y? 若是 混 
沌 ,那么 可 以 从 时 间 序 列 中 重 构 出 动力 系统 的 形式 来 ,而 噪声 则 不 能 . 图 9.7 是 
3 个 随机 时 间 序 列 zo ,zi ,zs ，*… 

我 们 已 经 知道 ,如 果 时 间 序 列 的 每 个 数 之 间 存 在 确定 性 的 关系 , 则 >; ,将 依 
赖 于 它 前 面 时 刻 的 数 z ,zi_1，…. 最 简单 的 情况 是 xs 只 依赖 于 x , 即 

zp+1 = f(z )。 (9.17) 

我 们 以 xx 为 横 坐 标 , 以 zi 为 纵 坐 标 重 构 二 维 空 间 , 这 三 个 时 间 序 列 得 到 的 结 
果 如 图 9.8 所 示 . 从 图 9.8 看 出 ,时 间 序 列 Ca) 明 显 地 来 自 于 逮 辑 斯 蒂 映 射 
(7.103) 式 ,并 带 有 参数 y= 二 4. 序列 (b) 则 没有 明显 的 结构 , 它 显 然 是 一 种 噪声 . 
序列 (c) 不 像 序列 (b) 的 点 分 布 在 二 维 (x ,statt) 平 面 上 ,而 是 有 明显 的 结构 , 它 
也 是 一 种 混沌. 


$9.4 混沌 和 噪声 


2 200 


本 
上 


一 ] 


图 9.7 三 种 随机 时 间 序 列 


(a) 


(b) 


(c) 


图 9.8 三 个 不 同时 间 序 列 重 构 的 二 维 空间 图 像 


1 
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8 9.5 延迟 时 间 和 了 时间 序 列 长 度 


重 构 相 空 间 的 目的 是 使 一 个 时 间 序 列 在 一 个 合适 的 空间 坐标 系 中 能 显示 出 
混沌 吸引 子 的 结构 ,例如 ,三 维 自治 动力 系统 ( 称 为 罗斯 勒 (Rossler) 系 统 ) 
天 一 一 (y 十 z)， 
| 2y， (9. 18) 
之 一 0. 2 十 Xz 一 cz 
当 参 数 c= 二 5.9 时 就 会 出 现 混沌 . 
者 用 状态 变量 中 的 一 个 ,如 变量 z, 去 构造 一 个 三 维 相 空间 
CxO zl TY O 人 六， 
AEA (9. 19) 
(zl 2r) yeh 2 Tw(2e | 2T))s 
其 中 工 是 rz 的 倍数 , 称 为 时 间 延 迟 ,那么 工 应 该 选择 多 大 才 人 合适” 显然 ,既然 是 
三 维 坐标 的 相 空 间 ,那么 (9. 19) 式 中 的 每 一 个 空间 点 的 三 个 分 量 应 该 是 相互 独 
立 的 . 如 果 了 选择 太 小 , 则 有 z(T) 关 z(0) ,三 个 分 量 就 几乎 相等 ,这 将 导致 重 构 
的 吸引 子 非常 接近 直线 , 见 图 9. 9(c). 但 是 若 工 选择 太 大 , 则 三 个 分 量 之 间 的 
相关 比较 小 ,吸引 子 的 轨道 围绕 相 空 间 游 荡 ,就 很 难看 出 吸引 子 的 结构 , 见 图 
9. 9(b). 只 有 适中 的 工 值 才能 重 构 出 罗斯 勒 吸 引子 的 三 维 结构 , 见 图 9. 9(a). 
至 于 如 何 从 时 间 序 列 来 估计 吸引 子 的 维 数 , 则 因为 在 相 空 间 中 有 很 多 点 是 空 的 . 
用 (2. 8) 式 的 方法 去 “ 数 盒子 ”不 是 很 有 效 . 现在 常用 另外 一 种 计算 “相关 维 ” 的 
方法 . 阁 已 经 将 时 间 序 列 姐 入 到 相 空 间 中 得 到 N 个 点 ,我 们 随便 取 定 一 个 数 ~， 
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检查 N 个 点 中 有 多 少 “点 对 ”(z,y) 之 间 的 距离 小 于 >( 即 在 以 > 为 半径 的 “ 球 ” 
内 ) ,并 把 距离 小 于 > 的 “点 对 ”在 所 有 “点 对 ”( 共 有 N? 个 “点 对 ”) 中 所 占 的 比例 


N 
Ct = Az 20(r— Ee (9. 20) 
ij 一 1 
Ee 
其 中 9 是 阶 跃 函数 , 它 的 定义 为 
] 区 0， 
0(CZz) 一 (9. 21) 
0 0 


如 果 r 太 大 ,当然 一 切 “ 点 对 ”的 距离 都 不 会 超过 它 , 因 而 CC(r)==1,1lnC(r) 二 0. 
函数 C(r) 描 述 了 随 r 增 加 时 小 于 7 的 “点 对 ” 数 是 如 何 增长 的 . 

显然 , 太 大 的 7 反映 不 了 系统 内 部 的 性 质 . 适当 地 缩小 7, 可 能 在 某 一 个 + 
的 区 间 内 有 

C= (9. 22) 

这 里 的 DD 就 是 重 构 相 空 间 的 吸引 子 的 维 数 . 

例如 ,均匀 分 布 在 一 条 线 上 的 重 构 资 料 点 ,Cl7) 与 r 的 一 次 方 成 正比 , 即 
DD 二 1, 见 图 9. 10(a). 均匀 分 布 在 一 个 面 上 的 重 构 资 料 点 , 则 C(7) 应 与 7 的 二 次 
方 成 正比 , 故 D==2, 见 图 9.10(b). DD 值 描述 了 重 构 相 空间 吸引 子 的 结构 . 


(a) (b) 
图 9.10 维 数 计算 的 说 明 


若 以 认 入 维 数 4 为 横 坐标 ,吸引 子 的 维 数 DD 为 纵 坐标 ,改变 4 求 到 的 忆 不 
再 改变 时 的 就 可 以 作为 嵌入 的 重 构 相 空间 的 维 数 , 见 图 9. 11. 图 中 实 直线 代 
表白 噪声 . 
问题 是 时 间 序 列 的 长 度 N 多 大 时 才能 使 媒人 相 空 间 的 维 数 ”较为 合理 . 
例如 ”一 3, 若 时 间 序列 的 点 N 只 有 10 ,这 就 意味 着 每 边 只 有 10 个 点 左右 ,这 
就 显得 少 了 . 若 n= 二 4, 则 N= 二 10 ,就 显得 太 少 了 ,也 就 是 说 用 1000 个 点 能 人 到 
n 二 4 的 相 空间 去 描述 吸引 子 的 结构 就 显得 不 合理 了 . 现在 常用 经 验 公式 
NSs2102 ™!” (9. 23) 


求 时 间 序列 的 最 小 长 度 , 例 如 ==4, 则 Na 10* “24000 个 点 . 
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图 9.11 了 吸引 子 维 数 卫 随 骨 入 维 数 d 的 变化 


为 了 说 明 重 构 相 空间 的 预测 ,我们 给 出 一 个 简单 的 例子 ,考虑 18 个 点 的 时 
间 序 列 s(7) :0. 4100000,0. 9676000,0. 1254000,0. 4387000,0. 9849000,0.0592100. 
0. 222800, 0. 6927100, 0. 8514300, 0. 5059000, 0. 9998000, 0. 0005682, 0. 0022710. 
0. 0090660,0.0359300,0.1385000,0.4775000, 我 们 将 其 重 构 到 二 维 相 空间 ， 取 
T==1, 如 图 9.12, 图 中 点 1 的 坐标 是 (0.4100000,0.9676000), 点 2 的 坐标 为 
(0. 9676000,0. 1254000) ,以 此 类 推 . 现在 我 们 做 预测 , 问 第 19 个 点 的 值 ;(19) 
是 多 少 . 因为 图 中 17 号 点 的 坐标 为 (5(17),s(18)) ,一 种 最 简单 的 预测 方法 是 找 
距离 17 号 点 最 近 的 点 ,例如 图 中 第 10 点 , 它 的 轨道 演化 应 该 到 第 11 点 ,那么 我 
们 认为 第 17 点 的 轨道 演化 应 该 到 18 点 , 它 应 该 离 第 11 点 最 近 ,而 第 11 点 的 坐 
标 为 (0. 9998000,0. 0005682) ,因此 我 们 预测 *(19) 一 0. 0005682. 


S(t+7) 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
s(7) 


图 9.12 二 维 重 构 相 空间 
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实际 上 ,图 9. 12 就 是 逻辑 斯 蒂 映 射 ,*(19) 的 真 值 是 *(19) 王 0.0005800 ,与 
上 面 预测 的 误差 是 很 小 的 . 

我 们 可 以 试 着 用 18 个 点 的 通常 的 时 间 序 列 预 测 而 不 用 相 空 间 重 构 得 到 
SC(19) 并 做 比较 . 
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混沌 的 发 现 给 我 们 最 大 的 启示 是 确定 性 的 动力 系统 可 以 出 现 随 机 ( 非 周期 ) 
的 结果 . 表 9.1 列 出 了 耗 散 动力 系统 四 种 吸引 子 的 特征 . 

混沌 吸引 子 与 其 他 三 种 吸引 子 最 大 不 同 之 处 在 于 ,初始 条 件 zx。 知 稍 稍 改变 
8zu ,那么 最 后 的 结果 仍 是 混沌 吸引 子 ,但 每 个 时 刻 t 的 xz, 值 可 以 有 很 大 差别 . 

为 了 定量 表征 这 一 特征 ,我 们 考察 (9. 1) 式 中 zx,_1 若 有 5x,-1 的 改变 ,x, 会 
有 多 大 差别 . 由 (9. 1) 式 ,得 到 


of af| 3f 
GZ， 5 Rn 二 ES Oe 
OZ Zr 一 1 ox 3 ox 2 一 2 
7 一 ] 
二 。。 一 (到 EDBm 一 erEn dxo. (9， 24) 


由 (9. 24) 式 ,得 到 
7 一 1 
IE 一 二 mn|IAzo)|= 去 FHinlf |= 二， (9. 25) 
1 一 0 fr 


LE 就 称 为 李 雅 普 诺 夫 特 征 指 数 . 从 (9. 25) 式 可 以 知道 经 过 n 次 迭代 以 后 ,平均 
起 来 讲 5x, 和 6zo 的 比值 有 多 大 差别 . 

对 于 表 9. 1 的 其 他 三 种 吸引 子 ,它们 最 后 都 要 被 吸引 到 点 \ 周 期 或 拟 周 期 吸 
引子 上 ,因而 (9.25) 式 中 | 了 (xi) | 过 1, 故 LE0， 四 种 吸引 子 中 只 有 混沌 吸引 
子 要 伸 长 . 折 释 .这 里 的 伸 长 表示 | 了 (zi) | 二 1, 因 而 LE 之 0, 即 只 有 混沌 吸引 子 
李 雅 普 诺 夫 特 征 指 数 为 正 . 

对 于 (3. 81) 式 的 帐篷 映射 ， 


Xnt1=f (zx)= (9. 26) 
2 1 
n? 2 

按 (9. 25) 式 ,可 求 出 
LE 一 二 In2" 一 In2 之 0 
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对 于 ) 维 连续 动力 系统 (9.8) 式 , 相 
ix， 空间 有 一 轨道 x() , 见 图 9. 13. 若 初始 轨 
x(O)+Sx(0) 道 有 一 点 差别 Sx(0) ,那么 上 时 刻 以 后 的 
差别 就 是 5x(1) ,有 

|8xC2) | =e |dxc0)|, (9. 27) 


Xx(0) 


图 9.13 轨道 的 指数 分 离 


即 


_ 1, |8xca)| 
i 


但 是 向 量 5x(t) 有 个 分 量 ,那么 对 每 个 分 量 都 可 以 求 出 一 个 LE, 按 大 小 次 序 
排列 有 


(9. 28) 


Ll LE SLE. (9. 29) 
对 三 维 相 空间 ,有 
二 二 gp (9. 30) 
! 2 0) : : 


其 中 V(z) 是 相 空 间 体积 . 图 9. 14 是 三 维 相 空 间 中 四 种 吸引 子 的 李 雅 普 诺 夫 特 
征 指数 谱 . 从 图 上 看 出 ,只 有 混沌 吸引 子 有 正 的 李 雅 普 诺 夫 特 征 指 数 , 且 三 个 指 
数 之 和 为 负 . 通常 将 所 有 正 的 李 雅 普 诺 夫 特 征 指数 之 和 

= SE (KLE, 0) (9. 31) 


称 为 科 尔 莫 戈 罗 夫 炉 , 简 称 K 炉 . 对 于 混沌 吸引 子 K>0. 


图 9.14 三 维 相 空 间 中 四 种 吸引 子 的 李 雅 普 诺 夫 特征 指数 谱 
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$ 9.7 经 验 模 态 分 解 


一 个 时 间 序 列 由 于 含有 各 种 尺度 (或 频率 ) ,为 了 更 有 效 地 分 析 它 ,我 们 介绍 
最 近 20 年 发 展 起 来 的 经 验 模 态 分 解法 ,长 记忆 时 间 序 列 和 去 趋势 涨 落 分 析 
万 丢 ， 

在 第 四 章 我 们 介绍 了 小 波 变换 ,由 于 它 的 局 部 性 ,我们 可 以 对 一 个 分 形 时 
间 序 列 找 出 它 的 突变 时 间 . 小 波 变换 中 有 尺度 这 个 参数 . 无 论 是 傅 里 叶 变 换 
还 是 小 波 变换 ,它们 的 尺度 或 尺度 的 倒数 (频率 或 波 数 ) 都 被 认为 是 常数 .， 实 
际 上 时 间 序 列 的 统计 特征 无 论 是 频率 还 是 振幅 都 是 随时 间 变 化 的 ,这 是 非 平 
稳 时 间 序 列 的 特征 . 另外 非 线性 序列 也 不 能 用 简单 的 正 余弦 函数 或 小 波 函 数 
登 加 而 成 . 

例如 达 芬 方程 

下 (9. 32) 

dt 
若 无 非 线性 项 (e 二 0) 和 强迫 项 A 二 0, 那 么 振荡 的 频率 是 常数 ,但 是 有 了 非 线 性 
项 后 ,震荡 的 频率 是 随时 间 变 化 的 ,因而 非 线 性 时 间 序 列 的 振幅 或 波形 的 变化 受 
到 频率 的 调制 . 黄 锣 (N. E. Huang) 于 1998 年 提出 了 一 种 分 析 非 线性 非 平稳 
时 间 序 列 的 新 方法 一 一 经 验 模 态 分 解 (empirical mode decomposition). 这 种 方 
法 的 基本 思想 是 一 个 非 线 性 非 平稳 时 间 序 列 是 由 随时 间 变 化 的 不 同 尺度 的 波 构 
成 的 ,我 们 要 设法 把 这 些 固有 的 内 在 的 本 征 模 态 函数 (intrinsic mode function， 
简称 IMF) 的 分 量 C, ,C:,… 从 高 频 到 低频 逐 级 分 离 (或 过 滤 ) 出 来 . 注意 这 些 分 
量 既 不 是 正 ( 余 ) 弦 函数 ,又 不 是 小 波 函 数 , 而 是 从 序列 中 找到 的 ,因而 是 客观 的 . 
最 后 时 间 序 列 中 剩 下 来 的 分 量 就 是 “趋势 项 ”, 它 可 以 像 小 波 变 换 那 样 ,判断 时 间 
序列 的 变化 趋势 . 同时 对 每 一 个 IMF 分 量 C; 做 希 尔 伯 特 (Hilbert) 变 换 , 能 够 求 
出 C, 的 频率 w (2) 和 振幅 a;(t) 随 时 间 的 变化 . 例如 图 9. 15 的 一 个 时 间 序 列 
s(4). 我 们 将 序列 的 最 大 值 平滑 相连 而 得 到 一 条 上 包 络 线 , 将 序列 的 最 小 值 平滑 
相连 而 得 到 一 条 下 包 络 线 , 然 后 求 出 上 下 两 条 包 络 的 平均 包 络 线 m, 见 图 9. 16， 
将 信号 * 减 去 平均 包 络 线 m ,就 得 到 一 条 新 曲线 六 , 见 图 9. 17. 我 们 对 hh 继续 
这 种 过 滤 过 程 得 到 图 9. 18, 最 后 经 过 12 次 过 滤 得 到 第 一 个 IMF 模 Ci, 见 图 
9. 19. 过 滤 直 到 上 下 包 络 线 对 于 零 线 是 局 部 对 称 的 , 即 是 局 部 极 大 值 和 局 部 极 
小 值 对 称 的 波形 为 止 . 图 9. 19 就 是 第 一 个 本 征 模 态 函数 C1. CO 既 不 是 正 、 余 
孩 函 数 ,也 不 是 小 波 函数 这 样 每 一 步 得 到 一 致 内 在 的 振荡 模 CCGi 一 1,2，…)， 
随 着 i 的 增加 ,C, 中 的 小 尺度 (或 短 周期 的 成 分 不 断 被 消除 ， 若 设 
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国王 Ci) 一 C 9 
j- 一 7 C,,，, 


i 人 


是 每 次 剔除 C; 的 剩余 部 分 ,那么 原 信和 号 


振幅 


s(71) 


s(t) 一方 十 Ci 
二 (rs 斗 Cz) 十 


= SiO Fr 
1 一 1 


200 250 300 


350 400 450 500 550 600 
时 间 /s 
图 9.15 一 个 时 间 序 列 


200 250 300 350 400 450 5S00 550 600 
i 


图 9.16 了 时间 序列 的 包 络 线 


(9 33) 


(9. 34) 
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图 9.18 h, 曲线 的 继续 过 滤 
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图 9.19 第 一 个 内 本 征 模 态 函 数 


其 中 对 步 以 后 的 剩余 >。 就 代表 该 物理 系统 在 所 研究 的 时 间 尺 度 范围 内 的 趋势 . 
它 集 中 反映 了 序列 的 非 平稳 性 . 从 (9. 34) 式 看 出 ,信号 s(7) 就 是 个 由 序列 本 
身 得 到 的 建筑 块 C; 释 加 而 成 的 . 

图 9. 20(a) 一 (g) 是 中 国 年 平均 气温 130 年 序列 的 经 验 模 态 分 解 的 结果 . 其 
中 Ci,C;,C; 分 别 表示 3 一 4 年 ,8 一 10 年 和 年 代 际 的 振荡 ,Cs 则 是 趋势 项 ,反映 
近 130 年 全 球 及 中 国 气 温 升 高 的 趋势 . 

经 验 模 态 分 解 的 另 一 方面 要 对 C; 做 希 尔 伯 特 变换 . 

一 个 实 信号 *Co) 的 希 尔 伯 特 变 换 定 义 为 


Hstiy = lev 党 St) 3 (9. 35) 
其 中 PV 表示 主 值 . so 和 五 sb 构成 一 pep 
z(1)=s(t)iHs(t)=a(t)e"?, (9. 36) 
其 中 
a(t)= Vs (Ci 十 [SC 下， (9. 37) 
本 Hs(1) Ee 
0(1)=arctan 和 (9. 38) 
分 别 表示 振幅 和 幅 角 ,而 幅 角 对 时 间 1 的 导数 
w(D)= 畦 (9.39) 


即 是 非 平稳 序列 中 Ci; 的 瞬时 频率 . 
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图 9.20 我 国 年 气温 距 平 序列 及 五 个 IMF 分 量 和 一 个 趋势 项 


我 们 举 一 个 振幅 调制 信号 的 例子 . 信号 


s(D 一 | 1+0 5cos( 亏 ) cos (9. 40) 


表现 为 cost 波 前 的 振幅 随时 间 而 变化 . 图 9. 21 显示 信号 s(t) 及 上 下 包 络 . 将 
信号 *(0) 和 上 下 包 络 的 平均 值 相 减 便 得 到 一 个 高 频 信 号 ( 实 线 ) 以 及 它 的 趋势 
(虚线 ), 见 图 9. 22. 从 图 9. 22 看 出 ,信号 s(t) 由 于 振幅 随时 间 变 化 ,引起 了 瞬时 
频率 的 变化 ,表现 在 图 9. 22 上 高 频 信 号 振 功 是 一 次 宽 一 次 窗 的 周期 性 变化 , 频 
率 趋势 也 说 明了 这 种 周期 性 . 按 (9. 39) 式 算出 瞬时 频率 可 以 看 出 信号 的 周期 
变化 . 

经 验 模 态 分 解 方法 是 一 种 分 析 非 线性 非 平稳 时 间 序 列 演变 趋势 的 新 方法 . 
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图 9.21 振幅 调制 信号 


图 9.22 从 图 9.21 信号 中 分 出 高 频 分 量 


$9.8 长 记忆 性 的 时 间 序 列 


我 们 在 (5. 33) 式 论述 了 白 噪声 e 和 布朗 噪声 xz 之 间 的 关系 ,它们 满足 的 随 
机 微分 方程 ( 称 为 朗 之 万 方程 ) 是 


dz 
了 J, Ly 
dE (9.41 


即 布朗 噪声 微 商 一 次 就 是 白 噪 声 . 反 过 来 , 白 品 声 积分 一 次 就 是 布朗 噪声 . 详 见 
第 五 章 . 

和 白 品 声 显 然 是 不 相关 的 ,而 布朗 噪声 也 是 短程 相关 的 ,但 是 若 将 微 商 次 数 由 
1 改变 成 0 二 a 三 1, 那么 (9. 41) 式 就 可 写成 
一 人 (9. 42) 


此 时 的 噪声 信号 zx 就 是 长 程 相关 了 , 因为 相当 于 将 白 噪 声 积分 w 次 ,把 高 频 无 
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记忆 性 的 信号 去 除了 . (9. 42) 式 这 种 过 程 就 是 长 记忆 过 程 . 
怎么 在 时 间 序 列 上 去 表现 长 记忆 过 程 呢 ? 为 此 定义 向 后 的 漂移 算 子 B 满足 


Bz,=zx,1, (9. 43) 
那么 zx, 的 向 后 差分 
Xi—ZXx, 1=x,— Bz,=(1—B)z,, (9. 44) 
因此 过 程 (9. 42) 的 差分 形式 就 是 
(1=B), —%,. (9. 45) 
(1 一 B)* 在 a 是 整数 时 可 以 用 二 项 式 展开 : 
QB = (eB. C9. 46) 
名 \k 


当 0 二 a 二 1 且 为 分 数 时 ,我 们 可 以 用 下 函数 来 表示 (”) , 且 (9. 46) 式 中 求 和 号 的 
上 限 变 为 2, 即 


oo 


PR We II 一 交 十 帮 ) 。 k 
(1—B) 之 TT re BY (9. 47) 


反 过 来 ,由 (9. 45) 式 ,zx, 可 以 表示 为 


zi = (1 = Be = bp LT(k+ a) Ei (9. 48) 


A 下 十 1)FCow) 
此 时 的 z, 和 之 前 + 时 刻 的 序列 x,_, 的 自 相关 函数 为 


Rn = Dr — Cr)) (zm — (7)), (9. 49) 
t=1 


其 中 是 时 间 序 列 的 长 度 ,(z) 是 其 平均 值 . 
利用 (9. 46) 式 ,可 求 得 
T(ta)T(l—a) 


R(D) FF a Ta) (9. 50) 
利用 下 列 近 似 公 式 (z 很 大 时 ) 
T(r) VInr te, (9. 51) 


则 (9. 50) 式 可 写 为 
LT(l1—a) [T(rtta) 
Tla) (rtr—ao)T(r—a) 


Fel) Cefa) teherr) eo 


六 一 -一 一 


R(7)= 


a) 


Ta) (r—a)(r—a) (1)e 
(rta- 主 ) 一 (ro 去 ) 


a (9. 52) 
T 
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所 以 自 相关 函数 是 一 个 客 函 数 , 且 标 度 指数 为 (2 一 1). 
由 于 自 相 关 函 数 R(t) 和 功率 谱 S( 廊 互 为 傅 里 叶 变 换 , 且 fS(f) 和 FR(7) 量 
纲 相同 ,可 得 到 
zr2e 一 1 一 三 。 广 -8 一 rz 


功率 谱 指 数 8 为 
B= Za. (9. 53) 
下 面 举 两 个 例子 . 第 一 个 例子 ,考虑 
y=(1—B)"*z,, (9. 54) 
有 
YY 二 天 一 0.45021 — 0. 12375%.3 
一 0. 0639375z 3 一 汉 一 0.0012873127 4o. (9..55) 
第 二 个 例子 ,考虑 
1 一 BY) te , (9 56) 


有 
无 | 6 二 0.45e1 十 0. 32625e.; 
十 0.2664275e, ;3 十"… 十 0.0657056e, 0. (9. 57) 
图 9. 23 是 a 二 0. 40, 时 间 序 列 长 度 为 10000 时 所 得 到 的 时 间 序 列 及 相关 函数 . 


0 2000 6000 10000 0 
时 间 T 
(3) (b) 
图 9.23 长 记忆 时 间 序 列 和 相关 函数 
(a) 长 记忆 时 间 序 列 ;(b) 相 关 函 数 . 引 自 WwW，Palma(2007) 


$ 9.9 去 趋势 涨 落 分 析 


在 长 记忆 时 间 序 列 {z,z ,zs} 中 我 们 如 何 估算 参数 w( 即 微 商 次 数 ) 和 
自 相 关 函 数 呢 ? 去 趋势 涨 落 分 析 (detrended fluctuation analvsis, 简称 DFA) 方 
法 的 原理 是 构造 一 个 原 序 列 距 平 的 累积 和 ,这 就 相当 于 原 序列 的 积分 ,也 是 去 除 
高 频 信号 涨 落 . 这 种 方法 的 第 一 步 是 求 x; (i 二 1,2,…,NN) 距 平 的 累积 和 
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y(n) = yx (n= 1,2,.,N), (9. 58) 
其 中 2 二 xz 一 (zx) 是 距 平 , 这 里 六 ,ys,…,yw 可 以 看 做 是 带 有 增 量 zx 的 随机 游 动 . 
我 们 将 序列 wm ,ys,… ,yx 分 成 个 不 重 秋 的 组 ,每 个 组 含有 完 个 y 的 观测 


值 . 在 每 个 组 ,我 们 可 以 用 线性 回归 方法 求 估计 的 方差 wu" 具体 做 法 用 图 9. 24 
来 说 明 . 图 9. 24 的 左上 图 是 求 和 序列 以 及 它 的 最 小 二 乘法 拟 合 , 左 中 图 是 求 和 
序列 分 成 四 组 ,左下 图 是 分 成 16 组 . 图 9.24 的 中 图 是 去 除 趋势 后 的 序列 . 
图 9. 24 的 右 图 是 标准 差 o”. 


于 


十 


+ 
iE 地: 


图 9.24 求 和 序列 和 它 的 最 小 二 乘法 拟 合 
现在 用 F*(k) 表 示 这 些 方差 的 平均 : 
3 类 
人 ? (9. 59) 
PR) = 2 2 (AyCk) ). 


设 原 序 列 的 功率 谱 为 


SC 门 SE &, (9. 60) 
那么 按 (5. 54) 式 , 自 相 关 函 数 为 

有 RCr)ccr *. (9.61) 
从 (5. 53) 式 知 

下 2 (R)ccR2 一 7， (9. 62) 


因为 求 和 序列 (9. 59) 的 功率 谱 指数 增加 2( 求 和 相当 于 积分 一 次 , 详 见 第 五 章 )， 
故 F*(k) 的 量 纲 是 
S(f)» f=f- +?) 。 f=f ph-1 一 &I+p， (9. 63) 


即 
2 一 7 三 1 十 B 
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或 
6 一 1 一 7. (9. 64) 
按 (9.52) 式 ,积分 a 次 的 序列 (9. 48) 式 工 的 自 相 关 函 数 的 标 度 指数 为 
”一 1 一 2v， (9. 65) 
故 方差 (9. 62) 式 可 以 写 为 
F*(k)=ck’ 2 一 CRI+2a (9. 66) 
或 
F(R) 一 ce 二 . (9. 67) 
对 (9. 67) 两 边 取 对 数 , 有 
InF(k) =Inc+ (et )lnk, (9. 68) 
那么 利用 最 小 二 乘法 ,在 双 对 数 ((lnk,1nF(k)) 坐标 上 拟 合 出 的 直线 斜率 就 


是 a 十 广 . 
图 9. 25 绘制 的 是 InF(k) 对 Ink 的 拟 合 直线 图 ,其 中 有 一 1,2,…,125， 从 图 
上 看 出 ,其 斜率 约 为 0. 9 ,因而 ws0. 4. 


2 3 4 
Ink 


图 9.25 InF(k) 对 Ink 的 拟 合 
DFA 方法 也 是 分 析 分 形 .时 间 序 列 的 有 效 方法 . 


小 结 


一 个 时 间 序 列 并 不 是 相 空 间 轨 道 , 因 此 做 预测 时 要 将 时 间 序 列 重 构成 相 空 
间 . 利用 白 品 声 的 a 阶 ( 分 数 阶 ) 积 分 可 以 得 到 长 记忆 过 程 的 记忆 序列 ,其 中 a a 
可 以 由 去 趋势 涨 落 分 析 确 定 ， 对 非 平 稳 时 间 序 列 , 经 验 模 态 分 解 可 以 判断 变化 
的 趋势 . 


第 十 章 ” 自 组 织 、 自 相似 和 结构 


相 变 和 临界 现象 ,在 临界 点 处 各 种 尺度 都 有 ,成 为 一 种 无 特征 尺度 现象 同 
时 相 变 也 是 一 个 自 组 织 现 象 ， 在 原子 、 分 子 层次 上 ,原来 磁化 方向 无 序 的 对 称 状 
态 到 达 临 界 点 后 ,好 像 有 指挥 般 地 变 成 了 全 部 整齐 地 排 成 同一 指向 的 对 称 破 缺 
状态 ,宏观 层次 上 具有 了 磁性 结构 .这 种 纯粹 是 由 内 部 单元 的 相互 作用 而 产生 
的 结构 称 为 自 组 织 . 

还 有 一 类 临界 现象 ,系统 在 外 界 缓慢 驱动 下 形成 一 个 定常 临界 状态 .很 多 
有 精细 功能 的 结构 (如 生命 ) 都 是 由 像 原子 那样 的 建筑 块 相互 作用 而 构成 的 ,但 
是 目前 的 物理 定律 中 并 不 含有 这 种 组 织 的 信息 . 这 类 现象 通常 是 外 界 缓慢 地 供 
给 能 量 ,使 系统 各 单元 之 间 产 生 精 致 的 平衡 ,系统 经 常 处 在 临界 状态 .例如 地 球 
系统 外 在 的 能 源 是 太阳 辐射 ,其 供给 地 球 的 能 量 约 等 于 流向 地 球 外 的 长 波 辐射 
能 量 , 这 使 得 地 球 系统 的 温度 近似 处 于 常数 ,处 在 非 平衡 定常 状态 此 时 大 的 
涨 落 ( 或 事件 ) 和 小 涨 落 (或 事件 ) 随 时 都 在 发 生 , 是 一 种 无 特征 尺度 现象 这 种 和 
外 界 有 能 量 交换 而 产生 的 临界 现象 , 称 为 自 组 织 临界 现象 (SOC). 

自然 界 的 自 组 织 现象 有 许多 丰富 美丽 的 结构 ,它们 共同 的 特点 都 是 自 组 织 
和 自 相似 . 这 些 系统 由 大 量 的 单元 (如 分 子 .原子 、 人 脑 的 神经 元 等 ) 组 成 ,而 基 
本 单元 的 相互 作用 涌现 出 各 种 层次 结构 . 

本 章 要 介绍 和 自 组 织 有 关 的 概念 和 自 组 织 、 自 相似 常见 斑 图 以 及 机 理 . 为 
了 解释 自 组 织 和 自 组 织 临 界 现象 ,我 们 先 介绍 动力 系统 的 概念 


$ 10.1 动力 系统 


由 于 自 组 织 临界 现象 能 有 效 地 适应 外 界 参数 的 变化 ,使 得 定常 的 临界 状态 
能 和 这 些 参 数 变化 无 关 ( 即 不 改变 状态 ). 为 了 描述 状态 的 变化 ,我 们 应 区 别 几 
种 动力 系统 :保守 系统 、 耗 散 系统 和 适应 系统 .“ 适 应 系统 ”一 词 在 动力 系统 理论 
中 很 少 被 提 到 . 

所 谓 动力 系统 就 是 随时 间 变 化 的 系统 ,通常 用 微分 方程 或 迭代 映射 来 表示 ， 
见 $9.1, 前 者 称 为 连续 动力 系统 ,后 者 称 为 离散 动力 系统 . 

由 于 经 典 物理 学 是 建立 在 牛顿 力学 基础 上 的 . 若 用 工 表示 质点 的 位 置 , 那 


么 工 对 时 间 ; 的 一 阶 微 商定 一 衬 就 表示 质点 的 速度 ,而 速度 对 时 间 的 一 阶 微 商 ， 
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或 位 置 x 对 时 间 t 的 二 阶 微 商 z 一 9 就 表示 质点 的 加 速度 . 单位 质量 的 质点 的 
牛顿 第 二 定律 即 可 表示 为 一 个 动力 系统 : 


芯 一 节 ， 人 本) 

其 中 下 是 质点 所 受 的 力 . 例如 弦 振 荡 或 无 阻尼 的 单 摆 方 程 就 可 以 写成 
交 十 wi 区 一 03 (10. 2) 
其 中 oz 为 回复 力 . 若 存在 阻尼 力 yz ,那么 阻尼 振荡 的 方程 则 由 (10. 2) 式 改 成 
艺 十 ?过 十 oocz 一 0. (10. 3) 

在 (10. 2),(10. 3) 式 中 若 令 车 =y, 则 可 将 它们 化 成 一 阶 微分 方程 组 : 
Mig 二 ， (10. 4) 
一 一 ao; 二 二 Yo 


此 时 用 位 置 x 和 速度 > 三 之 就 可 以 描述 系统 的 状态 ,因此 (Cz,y) 称 为 相 ( 状 态 ) 平 
面 . 若 将 (10. 4) 式 推广 到 维 向 空间 ， 

i= fi (ri, zu)， 

Zs = fo Xi, Te Zu)， 


(10. 5) 


= f(s 
就 形成 n 维 相 空间 (zi ,xs，,… ,x, ) 的 动力 系统 . 
在 (10. 4) 式 中 之 和 yy 可 以 看 成 平面 (x,y) 上 的 三 维 速度 场 v(u,v,w) 的 前 
两 个 分 量 ,那么 三 维 速度 的 速度 散 度 
au saw _ 1 dV 


ou 一 工 dY 
四 i (10. 6) 


速度 散 度 表示 单位 体积 的 体积 V 流量 ,用 流出 去 的 体积 量 减 去 流 进来 的 体积 
量 . 因此 V。 vy 二 0 表示 流出 去 的 等 于 流 进来 的 , 它 表示 该 动力 系统 是 保守 系统 ， 
见 图 10. 1(a) ,而 VY。v<0 表示 该 动力 系统 是 耗 散 系统 , 见 图 10. 1(b). 对 于 耗 
散 系 统 , 相 空间 体积 收缩 , 它 总 要 收缩 到 表 9. 1 显示 的 四 种 吸引 子 上 . 例如 由 
(10. 4) 式 的 第 一 个 方程 组 ,可 求 得 


Vey 


, Yy -一 2 
和 (10.7) 
oz dy ar Oy 
因而 是 保守 系统 .而 对 (10. 4) 式 的 第 二 个 方程 组 ,有 
人 3( 一 yy 一 ooz) 
人 2 (10. 8) 


or Ody x Oy 
因而 是 一 个 耗 散 系统 . 男 外 还 有 一 类 系统 ,例如 
ee 


2 » (10. 9) 
y= 二 Xx 十 yL1 一 (x 十 y*)]. 
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10.1 保守 系统 和 耗 散 系统 
Ca) 保守 系统 ;(b) 耗 散 系 统 


若 用 极 坐 标 二 rcos0,y 二 rsinb 表示 , 则 (10. 9) 式 化 成 


a 
r 
0 (10. 10) 
0 一 之 ll, 
加 
在 极 坐 标 (r,0) 中 的 速度 场 为 v, 二 7 ,vo 二 70, 所 以 速度 散 度 为 
Bw | 13w_a 20_ 
i ey 1 一 37， (10. 11) 
因此 当 3 冯 之 1 即 这 时 。y<<0 ,系统 是 耗 散 的 . 但 是 当 < 时 。v 之 0, 相 


空间 体积 及 不 但 不 收缩 反而 膨胀 ,对 这 种 情况 ,系统 或 是 耗 散 能 量 或 是 吸收 能 
量 ,而 使 系统 保持 在 (10. 10) 式 右 端 为 零 的 状态 ,所 以 有 

1 一 1， 
即 

FS (10. 12) 
/= 二 1 称 为 极限 环 . 这 种 既 周 期 性 吸收 外 界 能 量 , 又 周期 性 耗 散 能 量 给 外 界 环境 
的 系统 , 叫 “ 适 应 系统 ”， 这 种 系统 适应 外 界 参数 的 变化 ,使 系统 维持 一 种 稳定 的 
状态 ,如 8$ 10. 7 中 将 讲 到 的 可 激发 的 弛 瑰 振 荡 状 态 . 一 个 复杂 系统 既 不 是 完全 
的 保守 系统 ,也 不 是 完全 的 耗 散 系统 ,只 有 通过 对 环境 的 不 断 适应 ,从 而 “学 习 ”， 
“积累 ”经 验 ,“ 增 长 知识 ”, 同 时 还 必须 “记忆 ”先前 的 状态 ,才能 对 系统 的 结构 产 
生 重 要 的 影响 . 

分 形 系统 也 是 一 个 自 适应 系统 . 例如 植物 要 吸收 太阳 光 , 同 时 要 排出 氧气 ， 

树枝 树叶 不 断 地 增长 ,吸收 的 阳光 越 来 越 多 ,但 吐出 的 氧气 也 越 多 ,保持 树木 的 
分 形 结构 不 变 . 
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应 该 注意 到 ,在 (10. 5) 式 中 令 其 右 端 为 零 ,就 要 解 一 个 非 线 性 代数 或 超越 方程 组 

及 ==09 hb 二 day 0 (10. 13) 

而 求 到 的 状态 称 为 定常 状态 ,也 称 为 不 动 点 或 奇 点 ,有 时 也 称 为 平衡 态 . 例如 方 
程 组 (10. 4) 的 定常 状态 是 (x,y) 二 (0,0), 方 程 组 (10. 10) 的 定常 状态 是 r= 二 0 和 


r 三 1. 


$10.2 反应 扩散 系统 中 的 斑 图 


斑马 身上 有 斑纹 ,猎豹 身上 有 斑点 ,动物 身上 为 什么 会 有 各 种 各 样 的 斑 图 
呢 ? 这 个 问题 虽然 复杂 ,但 是 科学 家 们 认为 ,在 生物 胚胎 发 育 过程 中 ,原来 比较 
均匀 的 黑色 素 ( 一 种 黑色 素 细胞 产生 的 有 色 分 子 ) 与 其 他 反应 物 发 生生 物化 学 反 
应 ,同时 在 体内 扩散 ,在 一 定 条 件 下 ,会 在 空间 自发 地 组 织 成 像 斑纹 、 斑 点 等 类 型 
的 周期 性 非 均匀 的 黑色 素 结构 ， 从 分 伟 的 观点 看 ,这 种 均匀 结构 转变 成 非 均匀 
结构 的 过 程 就 是 形态 分 岔 , 常 称 为 图 灵 (Turing) 分 贫 . 我 们 以 布鲁塞尔 模型 
(Brusselator) 为 例 . 两 种 总 反应 物 的 浓度 u,v 随时 间 的 变化 满足 下 列 反 应 扩散 
方程 
Ou 
ox’ 


= f(u,0)+D, 

. (10. 14) 
=g(u,v) +D, 2 
其 中 f(u,v) 二 a 十 wv 一 (1 十 Bu,g(u,v) 二 Bu 一 uv 代表 非 线 性 反应 项 ,(10. 14) 
两 式 右 端 第 二 项 代表 扩散 项 ,D,,D, 分 别 为 扩散 系数 . 与 第 九 章 讨 论 的 不 同 之 


处 在 于 ,此 处 的 状态 变量 u,v 既 随时 间 又 随 空间 变化 . 车 令 (10. 14) 式 右 端 为 
零 , 则 代表 定常 状态 ; 若 又 设 定 3 攻 一 0 和 3 一 0, 这 就 表示 均匀 状态 ， 因 而 , 定 
常 且 均匀 状态 满足 的 方程 为 


大 xu) 一 0， 
(10. 15) 
g(u,v)=0, 
对 (10. 14) 式 很 容易 得 到 定常 均匀 态 
We (10. 16) 
CQ 
为 了 讨论 分 贫 ,我 们 就 要 讨论 定常 均匀 态 (x  ,w ) 的 稳定 性 . 设 
uu 二 wu" 十 SU ， 了 一 由 十》u， (10. 17) 


其 中 5u 和 6w 为 小 扰动 ,将 (10.17) 式 代入 (10.14) 式 并 做 线性 化 近似 ,得 
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oldu) 197 of Oo’ 6u 
ot (= 本 有 .6) 上 +D， Ox? 
2 
=[28— (1 二 +B)]8utadv+D, 2, 
a dg 8 (10. 18) 
v)_ /98 og U 
ot . u,v hes u,v” io)+D， Ox’ 
2 Oo’ (8v) 
=(B—28)6u—a dv+D, 
设 
Bu= (du)oe”'*, i 
Su 一 (Su)uex 和， 
其 中 4 称 为 特征 值 , 并 将 其 代 人 (10. 18) 式 ,得 
)2 十 思 1 十 q 一 0， (10. 20) 
其 中 
p= (a: 十 1)—B+(D, + DR, 
(10. 21) 


g= a:B— (8— 1— kD,) (a + kD,). 

因此 , 若 所 有 特征 值 的 实 部 Re 二 0, 则 有 3 一 0,3z 一 0, 定 常 均 匀 态 (u”v" ) 是 
稳定 的 .只 要 有 一 个 ReA 之 0, 定 常 均匀 态 (u”v" ) 就 不 稳定 ,会 发 生 分 岔 . 我 们 
讨论 的 不 是 分 岔 出 时 间 振 葛 的 状态 (此 时 入 有 虚 部 ) ,而 是 讨论 分 贫 出 一 个 新 的 
定常 状态 的 情况 , 即 》 为 实 根 , 且 至 少 有 一 个 实 根 为 正 . 从 (10. 20) 式 看 出 ,这 有 
两 种 可 能 : 当 g 二 0 时 ,4 为 一 正 一 负 ,(u”v" ) 为 鞍点 ; 当 p<0, 且 p* 达 4q (gq 二 0) 
时 ,4 为 两 正 实 根 , (uwv” ) 为 不 稳定 结 点 ( 见 图 10.2), 这 里 不 同 的 只 是 A 和 上 
有 关 . 


图 10.2 参数 平面 (p,9) 上 的 4 分 布 
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从 (10.21) 式 看 出 , 当 B61 时 p0， 
q0, 此 时 定常 均匀 态 (uv" ) 是 稳定 的 . 
要 发 生 稳定 性 变化 (由 稳定 变 成 不 稳定 )， 
必须 由 gq 二 0 时 * 为 负 实数 ,转变 为 9<0 
时 4 为 一 正 一 负 , 即 由 图 10. 2 的 第 一 象 
限 罕 过 实 轴 (g==0) 到 第 四 象限 . 令 


不 稳定 区 


Brn 
g(B,k)=0 (10. 22) 
所 确定 的 曲线 见 图 10. 3. 
人 将 (10. 21) 式 对 有 微 商 并 令 其 等 于 
图 10.3 图 灵 不 稳定 的 临界 曲线 零 , 即 
gp (10. 23) 
d(Ck’) 
可 得 到 g(B8,k) 二 0 的 最 小 值 ,相应 的 有 为 
i 去 二 、， 吕 
= UD, a Ds (10. 24) 


2 了 了， 
令 (10. 21) 式 中 9 一 0, 求 得 


BE— DD,—w Dy Db, 
代入 (10. 24) 式 ,得 到 


2 


FD, 
即 
种 三 一 至 (10. 25) 
VD.D, 
和 对 应 的 8 可 以 由 (10. 25) 式 代入 到 (10. 22) 式 得 到 ， 
2 
Brn— (1+a 让) . (10., 26.) 
总 之 ,图 灵 不 稳定 既 要 求 p>0( 对 k==0 也 如 此 ) ,由 (10. 21) 式 ,得 
1—B+a’ >0 
或 
B—1—a:<0, (10. 27) 
还 要 求 gq 二 0, 由 (10. 26) 式 ,得 
D， ， 
(Bp—DF -a >26 新 ， (10. 28) 


这 就 要 求 
D, SBD,. (10. 29) 
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(10. 29) 式 意味 着 反应 物 x 的 扩散 系数 D, 要 和 远 小 于 反应 物 v 的 扩散 系数 D。. 反 
应 物 x 称 为 “活化 子 ”, 它 存在 加 速 其 本 身 反 应 的 机 制 , 即 自 催化 机 制 ;反应 物 v 
称 为 “ 禁 阻 子 ”, 它 的 作用 与 自 催化 反应 相反 . 因此 ,常常 说 图 灵 失 稳 是 由 于 禁 阻 
子 的 扩散 快 于 活化 子 的 扩散 速度 而 引起 的 失 稳 .图 10.4 给 出 了 六 边 形 的 斑点 
和 条 纹 斑 图 . 从 图 10.4 看 出 ,这 种 自 组 织 现象 可 以 出 现 六 角形 斑 图 , 见 图 10.4 
Ca) 和 10. 4(b) ,也 可 以 是 条 状 斑 图 , 见 图 10.4(c) ,也 可 以 排 成 条 状 的 斑点 组 织 
的 混合 斑 图 , 见 图 10. 4(d). 


A 


型 ey 


各 


图 10.4 图 灵 斑 图 


具体 看 一 下 图 灵 斑 图 的 出 现 . 最 初 活 化 子 浓度 很 高 ( 见 图 10.5 黑色 区 域 )， 
扰动 引起 活化 子 和 禁 阻 子 浓度 增加 ,由 于 禁 阻 子 比 活化 子 扩散 得 快 ,因而 相对 来 
说 , 禁 阻 子 在 原 区 域外 的 浓度 (白色 区 域 ) 比 活化 子 高 ， 就 形成 了 一 个 禁 阻 子 的 
边界 ,其 中 活化 子 和 禁 阻 子 形成 规则 的 状态 (例如 六 角形 )， 这 里 没有 活化 子 或 
禁 阻 子 被 产生 的 问题 ,只 有 扩散 快慢 造成 的 浓度 分 布 不 同 . 如 果 初 始 男 有 局 地 
活化 子 的 斑 图 ,受到 扰动 后 还 可 以 再 激发 而 形成 在 空间 周期 性 的 重复 . 反应 扩 
散 系统 既 有 反应 项 上 和 & 这 种 源 项 ,又 有 耗 散 扩散 项 ,这 就 形成 了 和 外 界 周期 
性 交换 能 量 的 适应 系统 . 

为 什么 会 形成 不 同形 状 的 斑 图 ? 朗 道 在 1944 年 提出 的 相 变 理 论 认为 , 铬 只 
有 线性 项 ,那么 增长 较 快 的 模 |A| (一 般 称 为 慢 模 ) 占 优 . 但 是 当 到 达 分 岔 时 (如 
图 灵 分 贫 时 ) ,由 于 非 线 性 的 作用 ,使 增长 受到 抑制 , 故 在 线性 项 后 增加 了 一 个 三 
阶 非 线性 项 , 即 
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图 10.5 禁 阻 子 扩散 快 于 活化 子 


dlA| 
dt 


=p|A|—olAl|:. (10. 30) 


上 述 方程 的 一 个 定常 解 |A| = 人 /各 从 极 坐标 系 看 就 是 一 个 周期 解 ， 在 图 灵 斑 图 


中 , 它 就 对 应 于 条 状 周期 斑 图 ， 
奉 在 二 维 斑 图 中 有 NN 个 波 ( 例 如 N= 二 3), 则 上 述 方 程 改 为 


=pAi TolAiAstAsAs tA A) (i=1,2,3). (10. 31) 


该 方程 中 非 线性 两 波 相互 作用 项 为 非 齐 次 项 ， 当 非 齐 次 项 中 有 振荡 与 原 方程 的 
固有 振荡 发 生 共振 时 , 非 齐 次 方程 的 解 与 齐 次 方程 的 解 的 形式 不 同 . 设 A, 的 振 
菏 波 矢 分 别 为 ti ,ke ,js ,有 
1 十 /十 Ks 一 0， (C10. 322 
见 图 10. 6， 此 时 波 矢量 和 之 间 的 角 成 120", 称 为 三 流 
共振 这 在 空间 中 就 形成 六 角形 班 图 
为 什么 螺旋 班 图 和 分 形 相 联系 呢 ? 一 方面 是 因为 第 三 
章 提 到 的 螺旋 具有 标 度 不 变性 , 另 一 方面 ,如 在 实际 的 大 气 
和 对 流 中 常 出 现 的 是 螺旋 班 图 ,而 且 对 流 涡 旋 中 的 不 稳定 会 造 
图 10.6 三 波 共振 成 大 涡 旋 中 有 小 涡 旋 ,小 涡 旋 中 还 会 有 更 小 的 涡 旋 ,这 就 形 
成 了 涡 旋 的 层次 结构 的 分 形 现象 


$ 10.3 临界 性 和 自 组 织 临 界 性 


eR tt eee A Naot ta roi ble ei one T= 

,在 该 点 上 各 种 尺度 的 涨 落 均 有 ,因而 是 无 特征 尺度 现象 .临界 点 可 ee 
te te 但 是 自然 界 还 存在 男 一 种 临界 性 , 称 为 自 组织 临 
性 .比如 地 震 , 正 像 第 一 章 介绍 的 那样 ,小 地 震 发 生 的 次 数 多 ,大 地 震 发 生 
数 少 , 地 球 总 是 处 于 临界 状态 . 沙 堆 ( 图 10.7) 也 存在 这 种 现象 . 车 我 们 抓 一 把 沙 
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子 ,并 且慢 慢 地 往 下 漏 ,就 会 形成 一 个 小 沙 堆 . a 
车 再 往 下 加 沙子 , 当 其 斜率 超过 一 个 临界 值 时 ， ge be 
沙 堆 可 能 有 小 的 塌方 . 但 再 加 沙子 , 沙 堆 可 能 克 
服 沙子 间 的 摩擦 力 发 生 大 的 塌方 . 等 到 沙子 又 
形成 一 个 沙 堆 后 ,这 种 大 小 塌方 还 会 发 生 ,也 就 
是 说 沙 堆 随 时 都 处 在 临界 状态 , 即 加 入 沙子 的 
平均 质量 通 量 等 于 平均 流出 的 通 量 ， 又 如 第 一 
章 介 绍 的 地 噪声 . 洲 流 等 现象 ,它们 随时 都 处 于 
临界 状态 ,只 是 频率 f 高 (即时 间 尺 度 小 ) 或 波 
数 & 大 ( 即 空间 尺度 小 ) 的 能 量 小 ,f 低 或 & 小 的 


图 10.7 不 断 给 
ob 上 丘 . ; 高 频 入 噪声 ， A 一 
能 量 大 . 高 低频 的 噪声 ,大 小 的 涡 旋 同 处 于 一 人 沙 推 加 上 沙子 


1988 年 , 拜 克 (Bak) 和 汤 超 研究 了 由 许多 单元 构成 的 系统 ,如 地 震 由 大 小 板 
块 构成 , 沙 堆 由 许多 沙子 构成 , 滑 流 由 许多 涡 旋 构成 等 ,这 些 单元 之 间 的 关系 又 
非常 密切 ,并 有 相互 作用 ,它们 自然 组 织 成 一 种 稳固 的 临界 状态 . 该 系统 受到 扰 
动 后 大 大 小 小 的 事件 均 可 能 发 生 ( 像 大 小 地 震 、 大 小 塌方 .大 大 小 小 的 注 流 涨 落 、 
各 种 频率 等 ) ,事件 发 生 后 又 自发 演化 成 临界 状态 ,因此 大 事件 和 小 事件 可 能 出 
自 同一 个 原因 . 

大 家 关注 的 气候 本 身 就 是 一 个 多 尺度 系统 ,因此 大 的 气候 极 值 事件 和 小 的 
气候 变化 一 般 都 处 在 一 个 系统 中 . 大 大 小 小 的 气候 变化 随时 都 可 能 发 生 , 气 候 
系统 就 是 一 个 处 在 自 组 织 临界 状态 的 复杂 系统 ,很 难说 变化 小 的 事件 就 是 “ 正 
常 ”, 变 化 大 的 事件 ( 极 值 事件 ) 就 是 “异常 ”. 

这 些 系统 通常 要 和 外 界 发 生 能 量 交 换 , 外 界 供给 的 能 量 要 被 各 个 单元 之 间 
的 相互 作用 耗 散 掉 . 

下 面 说明 有 特征 尺度 的 动力 系统 和 临界 动力 系统 的 差别 . 通常 的 动力 系统 
是 有 确定 的 时 间 和 空间 尺度 的 ,例如 阻尼 振荡 方程 (10. 3) 中 的 

1 
多 
和 
业 (10. 33) 


分 别 为 凶 豫 时 间 尺 度 与 振荡 的 内 在 时 间 尺 度 . 这 种 有 特征 尺度 系统 的 物理 量 的 
相关 函数 尺 (r) 通 常 是 指数 田 煞 形式 : 
R(r)~e *, (10. 34) 
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其 中 & 是 关联 长 度 , 在 时 间 领 域 则 表示 弛 殉 时 间 . 当 距 离 x 比 关联 长 度 大 很 多 
时 R(x) 一 0, 即 长 程 相关 不 能 建立 ,但 是 系统 处 于 相 变 的 临界 点 时 ,在 第 二 章 我 
们 已 经 说 明 是 无 特征 尺度 的 ,此 时 相关 函数 为 瞪 函 数 形式 

Rir)cc 5， (10. 35) 


其 中 4 是 系统 的 维 数 ,w 是 临界 指数 . 一 个 带 有 老 函 数 (10. 35) 式 的 相关 函数 的 
动力 系统 称 为 临界 的 或 标 度 不 变 的 . 

动力 系统 的 临界 性 ,意味 着 在 所 有 尺度 上 都 出 现 涨 落 . 这 时 系统 的 性 质 再 也 
不 像 方程 (10. 3) 由 参数 值 (10. 33) 决 定 ,而 是 由 控制 方程 的 结构 以 及 对 称 性 所 决 
定 , 这 解释 了 相 变 现象 的 普 适 性 . 正 是 由 于 这 种 临界 性 的 相关 函数 (10. 35) ,长 程 
相关 成 为 可 能 . 动力 系统 的 临界 性 将 原来 有 特征 尺度 的 系统 变 成 了 无 特征 尺度 系 
统 , 使 相关 函数 形成 寡 函 数 分 布 , 即 小 尺度 发 生 的 次 数 多 ,大 尺度 发 生 的 次 数 少 . 


对 有 特征 尺度 系统 ,(10. 3) 式 只 有 一 个 弛 称 时 间 r 一 了 ,一 个 内 在 特征 频率 
wn ,那么 自 相 关 函 数 是 指数 函数 形式 


R(r)=e '% 7, 
它 的 傅 里 叶 变 换 就 是 功率 谱 
一 ， 
一 本 2 
SC(f) icp ad Te (10. 36) 
因此 当 /光一 时 ,功率 谱 为 
1 
Sf (10. 37) 


这 就 是 布朗 运动 的 功率 谱 . 
对 于 自 组 织 临 界 现象 ,动力 系统 中 存在 各 种 尺度 的 弛 豫 时 间 r', 形 成 一 种 寡 
函数 分 布 


pr 一世， (10. 38) 


(10. 38) 式 说 明 ,时 间 尺 度 rz 大 的 事件 发 生 次 数 少 ,rz 小 的 事件 发 生 次 数 多 . 因此 
用 这 种 分 布 p(r) 去 加 权 单 个 zt 的 功率 谱 (10. 36) ,可 得 到 


l—a 


S | 0 ~ | 一 
(f) plr) [二 (zzdz [十 CE 


0 0 


f CFV 
| fr d(fr) ~ fo. (10. 39) 


f* fy 1 和 4(fey 


ee EW ee , 
只 要 0<a<2,(10. 39) 式 就 是 二 噪声、 注 流 、 地 震 等 随机 运动 的 功率 谱 。 也 就 是 
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说 ,有 特征 尺度 的 功率 谱 经 过 不 同 尺度 + 的 加 权 ,就 变 成 了 无 特征 尺度 功率 谱 . 
一 般 把 布朗 运动 称 为 有 特征 尺度 的 随机 运动 ,而 其 余 的 0 二 a<=2 的 随机 运动 可 
以 理解 成 无 特征 尺度 随机 运动 . 


$ 10.4 沙 堆 模型 


对 于 图 10.7 那样 的 沙 堆 ,我们 可 以 设计 一 维 沙 堆 模型 当 沙 堆 的 斜率 超过 
一 个 临界 值 时 , 沙 堆 将 从 一 个 位 置 “ 崩 塌 ” 到 下 一 个 临近 位 置 . 我 们 考虑 由 N 个 
位 置 组 成 的 一 维 格子 , 见 图 10. 8(a). 在 图 10. 8 中 ,格子 临近 i=1 位 置 的 左边 
界 设 想 成 一 个 " 壁 ” ,防止 沙 粒 从 左边 逃逸 ,而 靠近 ;= NN 的 右边 界 是 开放 的 ,小 
粒 可 以 从 右边 掉 出 去 . 用 i 处 的 沙 粒 数目 ;代表 高 度 , 而 位 置 i 处 的 沙 堆 斜 率 用 
zi 二 hi 一 hi 来 表示 ,并 设 i 二 N 十 1 处 的 沙 堆 和 斜率 为 零 , 即 zn41 二 0， 当 沙 堆 在 随 
机 的 位 置 ? 上 加 一 沙 粒 , 即 hi 一 hi 十 1, 若 i 处 的 沙 堆 斜率 z; 超 过 一 个 临界 值 z。 
(例如 z. 三 1) 时, 则 沙 粒 就 从 位 置 i 崩塌 到 位 置 i 十 1, 即 hi 一 hi 一 1, 而 hit1 王 hit 
十 1. 从 图 10.8 (a) 看 出 ,崩塌 的 结果 在 i=2 的 位 置 上 增加 了 一 粒 沙子 ,此 时 i 
二 2 处 的 沙 堆 斜 率 又 超过 1, 它 又 崩塌 到 ;= 一 3 的 位 置 上 . 当 崩 塌 到 位 置 i=4 时 ， 
这 种 过 程 才 终 止 . 这 是 驱动 过 程 . 图 10. 8(a) 的 黑 方块 表示 沙 堆 粒子 . 当 在 i= 
1 处 加 一 粒 沙子 后 , 沙 粒 从 位 置 i 移 到 位 置 i 十 1( 例 如 i==1) ,i 处 的 斜率 则 减少 
2, 即 z; 一 z; 一 2, 和 i 相 邻 处 的 斜率 会 增加 1, 即 =s+ 一 x+ 十 1. 这 是 弛 豫 过 程 . 
图 10. 8(b) 的 黑 方 块 表示 和 斜率 . 


册 , 膨 ,有 a 


i el Pe 


图 10.8 一 维 沙 堆 模 型 


对 一 维 沙 堆 模型 的 论述 很 多 有 关 自 组 织 临 界 现象 中 的 著作 中 都 有 ,现在 重 
点 介绍 二 维 沙 堆 模型 . 

图 10. 9 是 一 个 方 格 数 为 NXN( 例 如 N= 5) 的 二 维 格子 ,每 个 方 格 中 的 数 
字 表 示 格 子 中 的 沙 粒 数目 <. 我 们 假设 每 个 格子 的 沙 粒 临界 数目 为 一 一 3， 图 
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10. 9(a) 中 只 有 一 个 黑色 的 格子 沙 粒 数 为 4. 沙 堆 驱 动 过 程 就 是 随机 地 在 一 个 格 
子 里 加 上 一 个 沙 粒 (例如 黑色 格子 由 3 粒 沙 子 变 成 4 粒 沙子 )， 当 格子 中 的 沙 粒 
数 超过 z. 时 ,此 格子 的 沙 堆 就 崩塌 ,4 个 粒子 就 均匀 地 流向 与 之 相 邻 的 四 个 格 
子 中 去 , 见 图 10. 9(b), 即 与 之 相 邻 的 4 个 格子 中 的 沙 粒 各 增加 1. 此 时 图 10. 9 
(b) 中 黑色 的 格子 的 沙 粒 数 由 3 增加 到 4, 又 超过 了 临界 值 x. 二 3, 它 又 崩塌 到 图 
10. 9(c) ,直到 都 有 格子 中 的 粒子 数 z; 三 z. 二 3 为止. 这 种 粒子 数 的 配置 称 为 稳定 
的 临界 状态 . 


图 10.9 二 维 沙 堆 模型 


我 们 定义 * 为 崩塌 期 间 崩 塌 的 粒子 总 数 , 它 代表 崩塌 的 尺寸 . 骨 塌 粒子 数 
有 和 多 有 少 . 若 NXN 的 格子 数 很 大 ,我 们 可 以 统计 出 大 于 ;的 崩塌 频数 (或 概 
率 )p( 宇 s) 满 足 如 下 的 窜 律 关系 
p(s)~s ". (10. 40) 
图 10. 10 分 别 是 32 X 32,128 X128,512X512,2048 X2048 的 格子 模拟 出 的 结 
果 . 从 图 上 看 出 rs*0. 25. 


pls, L) 


图 10.10 崩塌 频数 p 和 尺寸 s 关系 
引 自 C. Gros (2008) 


$10.5 与 裴 波 那 契 数 有 关 的 自 相 似 螺旋 结构 241 


$ 10.5 与 斐 波 那 契 数 有 关 的 自 相似 螺旋 结构 


自然 界 经 常 有 自 组 织 、 自 相似 的 螺旋 结构 . 
我 们 已 经 知道 由 映射 
Ft =FrtF, (Fo=F=1) (10. 41) 


所 产生 的 序列 1,2,3,5,13,21,… 就 是 辈 波 那 契 序列 . 而 相 邻 两 个 斐 波 那 契 数 之 
比 的 极限 


lim——=$ (10. 42) 

称 为 黄金 分 割 数 ， 由 于 适 代 过 程 (10.41) 本 身 就 是 多 次 反复 的 过 程 ,因此 由 辈 波 
那 契 数 形成 的 结果 也 是 自 相似 的 . 

我 们 从 一 个 长 边 为 1 和 考 的 矩形 ABCD 作为 种 子 矩 形 开始 ,逐步 扩大 成 一 


系列 长 宽 比 均 为 $8 的 矩形 BCEF ,CEGH ,EGIJ，,*… , 即 识 = 碟 = 训 = 世 一 $ 


由 (10. 41) 式 两 边 同 除 以 F,41 ,得 
Pura, qd 下， 


I (10. 43) 
按 (10. 42) 式 ,得 
i 
二 
或 
色 一 % 一 1 一 0. (10. 44) 
方程 (10. 44) 式 的 一 个 根 6 一: 攻 必 1. 618 即 为 黄金 分 割 数 
0 
,二 ， > 10. 45) 
二 二 二 1,$,8 ,8 , 《 
由 于 亡 一 一 1 | es $,… ,序列 (10.45) 又 可 以 写成 
(286—3), 2—$) ,C$—1),1,$, C018), (1 十 28) ,……. (10. 46) 


序列 (10. 46) 式 正 是 斐 波 那 契 序列 ,因为 前 两 项 之 和 等 于 第 三 项 ,而 序列 (10. 46) 
的 相 邻 两 项 之 比 就 是 黄金 分 割 数 乡 
slth_ lt _ 2+ 3+5p_ s+ 0, 
$ 1+$ 1 十 28 2+3$ 3+5$ 
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图 10. 11 的 各 种 和 矩形 的 边 长 就 是 (10. 47) 式 中 的 分 子 和 分 母 , 而 连接 矩形 的 对 角 
线 顶 点 C, 正 ,G,T,… 所 构成 的 曲线 就 是 逆 时 针 旋 转 的 螺旋 . 假如 我 们 从 (10. 47) 
式 的 后 面向 前 看 ,虽然 长 度 和 宽度 之 比 为 $, 但 是 长 度 还 是 不 断 缩小 . 设 后 面 矩 


10. 11 逆 时 针 黄 金 比 矩形 螺旋 


形 长 度 为 工 ,前 面相 邻 矩 形 长 度 为 L,+1, 则 由 (10. 47) 式 ,得 到 


L, =¢$L,+ 
或 
_1 
Ln = gb CO: 48) 


(10. 48) 式 说 明和 矩形 的 长 度 的 收缩 比 为 $. (10. 48) 式 正 是 分 形 自 相似 的 尺度 变 
换 . 类 似 地 ,由 于 
1 $1 2—= 27—3 
1 2 
(10. 49) 式 的 分 子 分 母 连续 构成 的 矩形 的 对 角 线 顶点 相连 形成 的 曲线 就 是 顺 时 
针 旋 转 的 螺旋 . 
图 10. 12 是 以 一 个 边 长 为 1 的 单位 方形 (阴影 部 分 ) 作 为 种 子 , 然 后 不 断 按 
斐 波 那 契 数 构 成 边 长 为 1,2,3,5,8 的 正方 形 的 . 这 些 方形 的 顶点 相连 构成 着 时 
针 旋转 的 螺旋 结构 . 图 10. 13 中 有 一 个 等 腰 三 角形 ABC, 其 中 二 ABC=72 = 


全 ,因此 人 CAB 一 36" 一 到， 同时 由 二 CBA 的 平分 线 BD 又 作出 一 个 等 腰 三 角形 
CBD. 邻 等 腰 三 角形 的 腰 长 为 a, 底 长 为 5, 那么 由 AACB 和 ACBD 相似 ,有 


(10. 49) 


(10. 50) 
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10. 13， 黄 金 分 割 三 角形 螺旋 


由 (10. 50) 式 ,得 
a —ab=b. 
将 两 边 除 以 ,得 


={ (10. 51) 


将 (10.51) 式 和 (10.45) 式 比较 看 出 ,图 10. 13 的 等 腰 三 角形 的 腰 长 a 和 底 长 6 之 
比 为 
2 =a1. 618, (10. 52) 


也 是 黄金 分 割 数 . 将 图 10. 13 的 过 程 继续 下 去 , 又 得 到 更 小 的 等 腰 三 角形 
ACED,AEDF,APEFG 等 等 . 将 这 些 相 似 的 等 腰 三 角形 的 底 边 顶 点 F,E,D， 
C,B,A 相连 接 , 得 到 一 个 逆 时 针 的 螺旋 结构 ， 上述 几 个 黄金 分 割 螺旋 说 明 , 自 
相似 的 标 度 律 和 (螺旋 ) 结 构 明 显 地 联系 在 一 起 ,也 就 是 和 宕 函数 相 联系 . 

我 们 已 经 在 第 二 章 和 迭代 函数 系统 中 论述 了 自 相 似 的 分 形 树 , 图 10. 14 和 图 
10. 15 介绍 了 一 个 树干 7 年 里 长 出 的 分 枝 树 . 从 图 上 看 出 ,它们 7 年 中 的 分 枝 树 
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的 枝条 数 分 别 为 1,1,2,3,5,8,13,…, 正 好 也 是 斐 波 那 契 数 . 我 们 将 把 分 形 树 和 
斐 波 那 契 数 相 联 系 . 


图 10.14 分 形 树 图 10.15 草木 植物 树 


我 们 先 从 树干 长 度 为 1 开始 , 干 的 项 部 张 开 120" 分 成 两 个 长 度 为 $ 的 分 枝 ， 
然后 又 分 成 张 开 120 长 度 为 风 的 分 枝 . 这 种 过 程 不 断 下 去 ,形成 的 树 见 图 
10. 16. 现在 要 问 , 怎 样 的 #$ 能 够 使 得 长 出 的 树枝 不 重生 但 又 没有 再 介入 的 空间 
呢 ? 我 们 从 长 度 为 $ 的 树 校 来 看 图 10. 16 中 水 平方 向 的 距离 .显然 ,这 就 要 求 
gcos30 二 地 cos30" 十 关 cos30" 十 六 cos30 "十 ,所 以 


(a) (b) 


图 10.16 分 形 树 
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$= 二 几 十 开 十 师 十 …. (10;, 53) 
(10. 53) 式 右边 是 首 项 为 多, 公 比 为 乡 的 等 比 级 数 ,因而 其 和 为 二 -10.53) 式 
变 成 


4 一 (10. 54) 


由 (10. 54) 式 ,得 
十 $ 一 1 二 0， (10. 55) 


正 是 黄金 分 割 数 $ 满 足 的 方程 (10. 44). 图 10. 17 正 是 长 出 的 这 种 美丽 紧密 而 
又 不 重 释 的 树 . 


(b) 
10.17 紧密 不 重合 的 黄金 分 割 树 


由 计算 分 数 维 的 公式 (2. 8) 式 ,图 10. 17 的 树枝 的 分 数 维 为 


DY ln2 
D= -i A 618~1: 4404. (10. 56) 


为 了 看 清楚 它 和 螺旋 相 联系 ,我 们 将 图 10. 16 的 线段 变 成 二 维 的 一 个 树叶 状 形 
式 , 那 么 图 10. 16 就 变 成 图 10. 18. ee 如 图 10. 19, 从 最 小 
的 树叶 看 ,它们 也 是 两 边 长 出 的 双 螺 旋 结 


了 笠 症 


(3) 
图 10.18 黄金 分 割 树 的 演化 
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图 10.19 黄金 分 割 树 形 成 的 双 螺 旋 
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3 3. 6 中 我 们 谈 到 非 线 性 物理 就 是 伸 长 . 折 徐 和 扭转 ,第 九 章 混沌 时 间 序 列 中 
又 谈 到 伸 长 和 折 秋 使 混沌 有 正 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 ,这 一 节 我 们 仅 从 结构 上 来 谈 . 

伸 长 将 原来 相近 的 点 分 开 , 折 用 将 稀疏 的 点 拉 近 ,这 就 意味 着 物理 学 上 的 相 
混 . 但 是 多 次 伸 长 . 折 故 便 形 成 多 层次 结构 . 

在 流体 力学 中 很 多 运动 (如 龙卷风 ) 是 在 涡 管 上 进行 的 ,类 似 地 ,在 电磁 学 中 
导体 常 处 在 磁力 线 中 , 见 图 10. 20. 由 于 流体 力学 中 涡 度 w 二 V X* 的 散 度 为 零 , 即 

V »。@=0,， (10. 357) 

因此 由 散 度 定理 ,得 


hoas= |o.ds— |o.ds=0, 
S sz S1 


即 


je: ds = je: ds. (10, 58) 
Sz S1 


(a) (b) (c) 


10.20 涡 管 
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(10. 58) 式 说 明 ,在 涡 管 的 横 截面 上 ,通过 涡 管 的 通 量 是 相同 的 . 同样 ,在 电学 上 
通过 磁 管 的 磁 通 量 也 是 相同 的 . 若 涡 管 增加 ,或 磁场 增强 ,那么 涡 管 必然 伸 长 其 
至 扭转 . 

下 面 举 两 个 例子 . 

(1) 图 10. 21(a) 原 是 带 有 磁 通 量 下 的 一 个 环 面 . 由 于 磁场 强度 增加 ,使 得 
环 面 伸 长 ,其 长 度 为 原来 的 两 倍 , 见 图 10. 21(b) ,然后 扭转 成 图 10. 21(c) ,最 后 
折合 成 图 10. 21(d) , 磁 通 量变 成 了 2F, 但 是 和 原来 图 10. 21(a) 形 状 相同 , 磁 通 
量 方向 相同 . 这 是 快速 发 电机 的 基本 模式 . 


(c) 
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(2) 在 用 箭头 表示 的 高 空 流 场 中 , 若 在 
一 个 正方 形 网 格 中 有 黑白 相间 的 温度 分 布 ， 
如 图 10. 22(a), 由 于 流 场 的 变形 经 过 伸 长 ， 
折 释 甚至 扭转 ,温度 分 布 发 生 很 大 变化 ,总 体 
上 这 种 过 程 增加 了 原来 的 温度 梯度 . 温度 的 
黑白 对 比 仅 在 一 个 很 窗 长 的 几乎 是 一 条 线 
上 ,从 而 获得 了 像 大 气 锋 面 那样 两 边 的 温度 
差别 很 大 的 结构 . 

这 两 个 例子 虽然 只 经 过 一 次 伸 长 、. 折 释 
和 扭转 过 程 , 就 已 经 产生 了 比较 复杂 的 结构 ， 

车 风 次 重复 这 种 过 程 ,着 生 多 层次 的 丰 

富 富 结构 ， 

虽然 我 们 在 第 三 章 已 经 介绍 了 二 维 面包 
师 变 换 , 但 是 从 理论 上 讲 , 最 能 反映 伸 长 、. 折 
稍 甚 至 扭转 过 程 的 是 著名 的 马蹄 映射 .单位 
方块 ABCD 首先 在 水 平 工 方向 收缩 至 1/3， 
然后 在 垂直 y 方向 上 伸 长 3 倍 , 见 图 10. 23， 
最 后 , 折 看 成 一 个 马蹄 ABC ,并 将 它 放 在 。。 图 10. 22 崔 入 在 高 空 流 场 中 的 
原来 的 单位 方 框 内 ， 这 样 原来 方 框 内 阴影 部 ee 
分 的 点 (zx;,y;) 落 到 了 方 框 内 马蹄 中 阴影 部 


er 
J 


(b) 


(e) 
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10.23 马蹄 映射 


分 的 点 (ziri,yit1)， 为 了 区 别 原 方块 的 阴影 部 分 ,将 其 分 别 用 “0” 和 “1” 标 记 ， 
显然 标记 “0” 的 部 分 映射 后 并 未 旋转 ,而 标记 “1” 的 部 分 映射 后 旋转 了 180 . 原 
来 方块 中 的 白色 部 分 ,映射 以 后 则 到 了 方块 外 边 . 从 伸 长 和 收缩 来 看 ,这 是 一 个 
线性 操作 ,而 折 生 则 是 高 度 非 线 性 的 . 

按照 图 10. 23 的 坐标 , 原 方块 的 阴影 区 域 的 映射 表达 式 为 


(zi 一 1)/3， yi 过 一 二 (区 域 0, 未 旋转 )， 
六 十 1 一 (10,. 59) 


C= 同 ， > 地 (区 域 1, 旋 转 )， 


3 十 1， y 苹 一 霹 (区 域 0, 未 旋转 )， 


yi+l 一 (C10: 60) 


1 一 3y,， yi 之 (区 域 1, 旋 转 ). 


这 里 的 非 线 性 反映 在 区 域 0 和 1 的 表达 式 的 差别 , 即 分 段 线 性 .马蹄 映射 
(10. 59) 和 (10. 60) 式 是 可 逆 的 ,由 点 Czyy) ,可 以 由 下 式 求 得 (2 


1 .yi 1 ) : 

de —1s zx 均一 言 《区域 0, 未 旋转 )， 
zi_1= | (10. 61) 

1— 3x.;, Xi 之 主 (区 域 1 ,旋转 )， 

六 一 -一 1 > s -全 

zi 一 (区 域 0, 未 旋转 )， 
es (10. 62) 
wd en, 


，z 关 二 (区 域 1, 旋 转 ). 
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我 们 关心 的 是 初始 条 件 (z。o ,yo) 的 点 集 . 无 论 向 前 ( 映 
射 ) 还 是 向 后 ( 逆 映 射 ) 的 点 都 落 在 方块 内 的 集合 , 称 为 0:1 


不 变 集合 .从 图 10. 24 看 出 , 原 方块 的 |y| 二 二 的 白色 
cid 
类 似 地 ， lz 一 坪 的 最 后 方块 的 白色 区 域 ,在 逆 映 射 


(10. 61) 和 (10. ee 所 以 也 不 是 
不 变 集 . 因此 不 变 集 必须 处 在 图 10. 24 的 阴影 区 域 中 . 

在 图 10. 24 中 用 “:” 隔 开标 记 的 “0” 和 “1” 也 是 表 
ti 例如 图 10. 24 中 的 左上 角 标 记 “0:1” 表 示 该 区 域内 的 点 前 一 

迭代 是 不 旋转 的 ,而 下 一 次 迭代 则 是 旋转 的 , 因此 符号 “: ”左边 的 数字 告诉 我 

de hai 

图 10. 25 显示 小 方块 做 两 次 连续 马蹄 映射 的 结果 . 在 图 10. 25 左边 初始 
方块 内 阴影 部 分 符号 ”:” 后 面 有 两 个 数字 ,分别 表示 两 次 迭代 中 的 每 一 次 它们 
是 否 旋转 . 例如 左上 角 的 符号 ”:10” 表 示 第 一 次 迭代 旋转 ,而 第 二 次 迭代 不 
旋转 . 


图 10.24 马蹄 映射 的 一 
次 向 前 和 一 次 向 后 迭代 


00:10: 11:01: 


图 10.25 马蹄 映射 的 连续 迭代 


图 10. 25 最 后 一 图 的 垂直 阴影 条 下 符号 “:” 前 面 的 两 个 数 是 表示 向 后 两 次 
迭代 是 否 旋转 . 例如 最 后 一 个 垂直 阴影 条 的 标记 “01:” 表 示 前 一 次 向 后 迭代 旋 
转 , 在 这 次 迭代 以 前 的 那 次 不 旋转 ,因此 要 求 初始 点 (zo ,yo) 在 向 前 和 向 后 迭代 

中 都 必须 处 在 单位 方 框 内 初始 的 水 平 阴影 带 和 最 后 的 垂直 阴影 带 的 交集 , 即 图 
10. 26 的 16 个 小 阴影 方块 内 . 虽然 图 10. 26 只 是 向 前 和 向 后 各 两 次 迭代 的 结 


果 , 但 是 从 图 10. 24 看 ,一 次 向 前 和 向 后 迭代 变 成 四 个 尺度 为 二 的 小 方块 ,两 次 
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向 前 向 后 迭代 变 成 尺度 为 村 = 喜 的 16 个 小 


副 画 方块 . 在 平面 上 ,两 次 马蹄 影射 就 形成 平面 上 

00:11 10:11 11:11 01:11 漂亮 的 斑 图 结构 . 
这 种 伸 长 . 折 徐 甚至 扭转 的 结果 形成 一 
国生 国人 图 个 二 给 康 托 尔 不 变 集 做 ”次 迁 代 ' 取 尺 二 


一 南 , 可 得 到 N==4" 个 小 方块 ,因此 分 数 维 


00:00 10:00 11:00 01 :00 es lInN —nln4_ln4] 2618. 
1 nln3 ln3 
图 10. 26 ”两 次 向 前 和 两 次 向 后 迭代 In— 
保持 在 区 域 中 的 16 个 小 方块 (10. 63) 
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反应 扩散 方程 为 
Es pr is 
ot (10. 64) 
az _ : 
3 g(usv) 二 DD,V vv, 
其 中 f,g 是 非 线 性 反应 项 ,Vu,V un 是 扩散 项 ,ee 区 1 是 小 参数 ,f(u,v) 通 常 是 
Ou 


一 个 非 线 性 函数 ,g (u,v) 是 一 个 线性 函数 , 见 图 10. 27. 由 于 特别 小 ,e a 以 


表示 为 I 
O ge 
E 
于 变量 v 的 时 间 尺 度 , 因 此 称 为 快 变量 (也 称 为 触发 变量 ) ,wv 称 为 慢 变 量 ( 也 
称 为 恢复 变量 ) ,系统 (10. 64) 称 为 可 激发 系统 . 系统 首先 很 快 地 被 激发 ,离开 


ION 


fluv)=0 


图 10.27 反应 扩散 方程 中 的 /和 g 图 像 
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f (u,v) 二 0 和 g(u,v) 二 0 的 交点 了 ,到 达 f(u,v) 二 0 的 右 分 支 ,然后 沿 着 这 个 分 
文 忆 慢 慢 到 达 ws ,又 沿 着 图 10. 27 的 虚线 到 f(u,v) 二 0 的 左 分 支 ,最 后 又 回 到 
P 点 附近 . 这 个 过 程 形 成 一 个 波峰 , 见 图 10. 28. 

如 果 激 发 源 的 激发 是 周期 性 产生 的 ,系统 就 表现 为 一 连 串 的 行 波 , 犹 如 心 电 
图 一 样 , 见 图 10. 29. 实际 上 心脏 的 脉搏 是 不 规则 的 ,是 一 种 分 形 时 间 序 列 . 上 
述 的 波峰 结构 很 像 一 个 孤立 波 序列 . 在 物理 学 中 早已 研究 过 孤立 波 , 如 KdV 方 
程 的 孤立 波 , 见 图 10. 30. 从 图 形 和 "和 孤立 ?二 字 就 可 以 知道 , 它 在 时 间 轴 上 仅 有 
一 个 波峰 ,因而 波 的 周期 了 是 无 穷 大 , 波 的 频率 w 一 0. 这 种 现象 在 非 线性 物理 
学 中 很 常见 . 


壹 Xx 
2 2 
0 0 
7 了 
i i 
20 40 60 80 20 40 60 80 


10.30 孤立 波形 状 


我 们 以 单 摆 方 程 
艾 十 usinz 一 0 (10. 65) 
为 例 , 它 在 相 平 面 (x,z) 上 的 相 轨 迹 如 图 10. 31. 图 中 点 (0,0) 和 (x,0) 是 方程 
(10. 65) 的 奇 点 . 将 方程 (10. 65) 化 成 方程 组 
(10. 66) 
y= — wsinz, 
今 (10. 66) 式 右 端 为 零 ,就 得 到 这 两 个 奇 点 . (0,0) 称 为 中 心 点 , 它 相当 于 单 摆 的 
下 方 点 , 奇 点 (x,0) 称 为 鞍点 , 它 相当 于 单 摆 的 最 上 方 的 点 . 图 中 离 (0,0) 较 近 的 
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x tanhr 


10.31 单 摆 相 平面 (x,x*) 上 轨迹 及 其 相应 的 波 


轨道 相当 于 (10. 65) 式 中 z 较 小 时 ,sinz 用 x 来 近似 ,因而 方程 (10. 65) 式 变 成 
文 十 wo 二 0. (10. 67) 
(10. 67) 式 的 解 是 


z= Sinwot, 
(10. 68) 
X= coOswots 


表示 围绕 单 摆 下 方 (0,0) 的 小 振幅 振荡 ,振荡 频率 是 wn, 周期 是 2. 而 图 10. 29 
中 离 (0,0) 点 距离 大 一 点 的 轨道 是 椭圆 轨道 , 它 可 以 用 椭圆 函数 来 表达 , 即 


sin 和 三 ~=ksn(wot,k) 


2 
或 
2 = l—sin’ $= VI—Rsnwt, (10. 69) 
其 中 sn 称 为 要 可 比 椭圆 正 改 函数 . 
利用 微 商 公式 ,有 
no Vi sn:t V1l—ksnii, (10. 70°) 
其 中 有 称 为 模 数 ,那么 将 (10. 69) 式 微 商 一 次 ,得 到 


1 守 5 一 -一 
cos 万 让 二 ko Vl1—sn wiyl— Ek sn wt 


$ 10.7 可 激发 系统 的 行 波 结构 和 孤 波 宽 谱 结构 253 


利用 (10. 69) 式 求 得 角速度 


z=2kw V1 一 snzawot， (10. 71) 
再 利用 公式 
sn2t 十 cn2t 一 1， (10. 72) 
则 (10. 71) 式 变 成 
元 一 2Rwocn(Cowoot 有) ， (10.73) 


其 中 cn 称 为 机 可 比 椭圆 余弦 函数 . 这 样 , 离 (0,0) 点 较 远 的 振 落 代表 大 振幅 的 
振荡 ,或 称 为 椭圆 余弦 振荡 ,其 振荡 周期 了 或 频率 满足 关系 


NN 二 二 三 一 三 ， C10, 74) 
其 中 为 第 一 类 勒 让 德 (Legendre) 椭 圆 积 分 ,N 代表 无 量 纲 周期 . 
根据 椭圆 函数 的 性 质 , 当 k 一 0 或 k= 二 Vi 一 ke 一 1 时 ,cnt 一 cost, 天 一 请, 意 


味 着 (10. 73) 式 是 余弦 函数 , 旦 (10. 74) 式 中 N->1 或 周期 T>T, = 这 就 是 小 


振幅 的 余弦 振荡 (10. 68) 式 ,其 中 & 称 为 余 模 数 . 但 是 , 当 & 一 1 或 & 二 V1 一 
->0 时 ,cn(t,k) 一 secht,K 一 2, 那么 (10.73) 式 就 是 用 双 曲 函数 sech 表示 的 振 
荡 ,而 周期 工 由 (10. 74) 式 趋向 于 无 穷 大 . 这 就 是 图 10. 31 中 由 (x,0) 出 发 再 回 
到 (x,0) 的 轨道 , 即 由 单 摆 的 上 方 顺 时 针 振 动 再 回 到 单 摆 的 上 方 为 止 . 显然 这 种 
振荡 的 周期 为 无 穷 大 .这 种 轨道 称 为 同 宿 轨道 . 若 将 上 换 成 波动 参数 , 它 就 代表 
孤立 波 了 . 若 把 (x,0), (一 x,0) 看 成 两 个 点 ,那么 两 点 间 的 连 线 轨道 称 为 异 宿 轨 
道 ,可 以 用 双 曲 正切 函数 tanh 表示 . 

在 同 宿 轨 道 附近 ,速度 场 近似 于 孤立 波 脉 冲 状 的 周期 序列 , 见 图 10. 32, 两 


个 相信 脉冲 之 间 的 距离 接近 于 孤立 波 的 周期 2 ,每 个 脉冲 的 宽度 接近 于 ,到 


归纳 一 下 , 非 线 性 大 振幅 振荡 称 为 椭圆 余弦 振荡 当 一 0(k 一 1) 时 是 正弦 
小 振幅 振荡 , 当 A->1( 一 0) 时 就 成 为 
周期 为 无 穷 大 或 频率 为 零 的 孤立 振荡 
(从 波 的 角度 , 称 为 孤立 波 ). 

孤立 振荡 或 孤立 波 如 何 与 多 尺度 
的 分 形 相 联系 呢 ” 由 于 孤立 振荡 的 频 
率 是 零 ,因而 受到 扰动 后 ,图 10. 30 常 图 10.32 椭圆 余弦 波 
演变 成 图 10. 33 的 复杂 形式 ,这 种 结 
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构 的 尺度 就 变 成 多 种 尺度 了 .， 从 
(10.74) 式 中 的 无 量 纲 周期 N 来 讲 ， 
正 余弦 波 从 N 二 1 开始 周期 愈 来 愈 
大 ,成 为 椭圆 余弦 振荡 ,到 N 很 大 时 
就 逐步 变 成 了 孤立 振荡 . 为 了 具体 说 
明 ,我 们 将 (10. 73) 做 傅 里 叶 级 数 展开 


(k 志 1) ,得 到 图 10.33 振荡 的 孤立 波 
二 
F(t) = 2kwso 一 全 2 — | wt 
i 7 一 0 1 二 问 a 
= Be Veyron — Lat, (10. 75) 
n= 1 
其 中 
ct 
局 二 多 (10.76) 


K' 为 模 数 为 余 模 数 & 时 的 KK. 当 & 一 1 时 K-33: 由 (10. 74) 式 ,有 


Km (10. 77) 
所 以 
gq—>e ™, (10. 78) 
因此 NN 很 大 时 ,9 就 很 小 . 傅 里 叶 级 数 展开 式 (10.75) 中 余弦 函数 前 面 的 系数 为 
We gq” 
Cc, = 8w 1 + am (10.79) 


在 (10. 79) 中 , 当 n 较 小 (1 二 n 志 NN) 时 ， 


Gi = 8w 一 -一 一 一 一 8w. (10. 80) 
e 操 十 e- 癌 
S(n) 
而 当 n 较 大 时 ,n 一 N,(10.79) 式 中 的 分 母 第 二 
项 就 很 小 , 则 
c, 一 8we ™,， (10. 81) 
那么 功率 谱 就 是 
Sn =e—6do eT. (10. 82) 


图 10.34 同 宿 轨道 的 功率 谱 “因此 & 一 1 时 的 功率 谱 形 状 见 图 10.34， 从 

(10.75) 式 看 出 ,图 10. 34 中 的 是 波 数 , 它 可 以 

跨越 好 多 量 级 . 在 n 很 大 时 ,功率 谱 是 一 个 曙 函 数 , 随 着 的 增 大 而 衰减 , 正 像 
清流 的 功率 谱 . 因此 ,孤立 波 与 分 形 相 联系 是 必然 的 . 


S 
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§ 10.8 分 形 结构 出 现 的 原因 


实际 的 自然 现象 或 人 类 生产 生活 中 为 什么 会 有 分 形 结 构 ? 我 们 以 一 个 水 源 
供给 系统 为 例 . 第 一 种 方法 是 从 水 源 出 发 ,将 管道 连 到 第 一 家 ,第 一 家 再 连 到 第 二 
家 ,如 此 下 去 ,一 直 连 到 最 后 一 家 , 见 图 10. 35(a). 用 户 总 希望 尽 可 能 地 靠近 水 源 ， 
而 供水 机 构 则 希望 尽 可 能 地 使 总 的 管道 长 度 最 小 . 这 种 方法 形成 一 个 螺旋 结构 . 
从 每 户 家 庭 讲 ,他 们 的 花费 最 小 ,但 是 从 水 源 到 最 后 一 家 用 户 ,管道 长 度 较 大 , 且 中 
间 容 易 漏 水 . 第 二 种 方法 是 从 水 源 直 接 铺 管道 连 到 每 一 用 户 , 见 图 10. 35(b). 这 
种 方法 对 每 个 用 户 都 方便 ,缺点 是 所 要 铺 的 管道 较 长 . 第 三 种 方法 见 图 10. 35(c)， 
管道 从 源 出 发 采用 自 相似 的 枝 状 结构 ， 它 综合 了 前 两 种 方法 的 优点 , 既 照 顾 到 用 
户 的 利益 ,同时 管道 的 长 度 也 不 长 . 又 如 植物 生长 的 树枝 结构 , 既 有 较 大 的 面积 
以 吸收 阳光 ,同时 又 有 空隙 能 使 光合 作用 得 以 发 挥 . 


(a) (b) (9) 


图 10.35 水 管 布置 的 三 种 方式 


从 数学 上 讲 ,无 论 是 康 托 尔 集合 ,还 是 滑 流 涡 旋 的 级 联 过 程 , 无 论 是 迭代 函 
数 系统 ,还 是 DNA 的 自我 复制 ,无 论 是 重 正 化 群 ,还 是 细胞 自动 机 的 简单 规划 ， 
它们 的 相同 特点 就 是 反复 进行 尺度 变换 , 正 像 图 10. 35(c) 一 样 ,形成 自 相 似 的 
结构 . 

我 们 用 s, 表 示 时 刻 1( 或 空间 ) 的 状态 , 它 是 由 前 一 时 刻 t 一 1 的 状态 s_1 通 过 
尺度 伸 长 或 收缩 而 来 的 , 即 

> (10. 83) 
其 中 义 是 尺度 的 收缩 或 伸 长 比 ，(10. 83) 式 表明 so 一 54,51 一 ss，… 的 过 程 都 是 自 
相似 的 . 同样 ,s,， 1 是 通过 s,; 的 尺度 变换 而 来 ,因此 可 得 到 
5 一 15， 1 NA 5 2 = = NA 1 AA ) so. (10. 84) 
(10. 84) 式 表示 ,s, 是 由 数目 相当 大 的 乘积 项 (4X, 4 1，…Xz41) 决 定 的 . 这 一 过 程 称 
将 (10. 84) 式 两 边 取 对 数 ,得 
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lns, = ns +t Sm. (10. 85) 


(10. 85) 式 右边 是 多 个 (i 二 1,2,…,t)1nA; 的 和 % 符合 正 态 分 布 ,lns, 就 符合 对 数 
正 态 分 布 , 见 (8. 66) 式 , 即 


1 dns, 一 0 


人 2 (10. 86) 


f(s,) = 


2ras， 
正 像 (3. 50) 式 所 论证 的 , 若 方差 c 广 jns ,那么 "就 非常 接近 宕 律 分 布 的 自 相 
似 结构 . 
乘积 过 程 的 另 一 个 例子 是 社会 人 群 的 收入 . 设 最 低 收 入 是 m, 收 入 等 级 由 
最 低 收入 按 和 六 售 ( 例 如 4 二 2) 增 加 , 则 比 最 低 收 入 高 i 级 的 收入 为 
XAim 一 (MAzhaAi Mm, (10. 87) 
其 中 
N=h=h = = = (10. 88) 
故 收入 是 一 个 乘积 过 程 . 通常 将 收入 分 成 若干 类 型 . 第 1 类 (i 二 1) 是 最 低 收 入 : 
m 雪 收入 4m. 第 2 类 (i 二 2) :Xm 二 收入 二 Am. 第 i 类 :XAT im 声 收 入 二 Aim. 一 
种 经 济 学 理论 认为 ,个 人 收入 改变 的 概率 仅仅 和 收入 类 型 的 距离 有 关 , 即 从 第 1 
类 变 到 第 3 类 ,和 第 3 类 变 到 第 5 类 的 概率 是 相同 的 ,因为 它们 都 改变 了 两 类 . 


假设 类 型 由 低 到 高 一 一 级 的 概率 是 二 ,而 类 型 高 的 变 到 低 一 级 的 概率 是 己 , 这 
样 大 时刻 t 的 收入 为 xO), 那么 下 一 时 刻 1 十 1 的 收入 为 z(t 十 1). 由 于 收入 减 


少 为 三 的 概率 为 也 ,收入 增加 为 x(2) 的 概率 为 二 ,那么 1 十 1 时 刻 收入 的 数学 
期 望 为 4 二 2) | 
(zG 十 D) 一 瑟瑟 全 十 本 27(D)， (10. 89) 


以 第 1 类 ,第 2 类 人 口 数目 N, 和 Ns 来 讲 ,有 的 人 停 在 Ni 级 ,三 Ns 的 人 降 为 
Ni 级 ,有 于 Ni 的 人 升 为 N; 级 ,有 已 Ns 的 人 降 为 N, 级 , 故 得 到 


NN NCD + NC), 


1 (10. 90) 
Na (十 1) 本 和 (9 + SSNs), 
若 考虑 定常 状态 N;(i 十 1) = 二 NN;(2), 则 由 (10. 90) 第 一 式 , 得 


We 2 
N= N+ N,, 


即 
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N=2 N:. (10. 91) 
将 (10. 91) 式 代入 (10. 90) 第 二 式 , 得 到 


1 2 
Ne 一 本 (2Nz) 十 本 Na 9 


即 

N =2 N,. (10. 92) 
因此 定常 状态 下 ,收入 高 的 人 数 是 下 一 级 收入 低 的 人 数 的 一 半 ，, 即 

N =3N;. (10. 93) 


这 说 明 第 i 类 收入 的 人 数 概率 是 去 ,这 样 收入 从 低 的 i 二 1 级 到 高 等 级 的 概率 
和 为 


1 
= =l. (10. 94) 
i=1 1 一 一 
2 
同 理 , 从 i 类 到 高 于 i 类 人 数 的 概率 为 
二 和 1 1 
tt 
1 
= (10. 95) 
je 
2 
因此 收入 大 于 2!'m 的 概率 为 
p(X>2"1m) 一 训 : (10. 96) 


在 (10. 96) 式 中 设 z= 二 2”!'m, 则 收入 Xz 的 概率 为 
= (10. 97) 


(10.97) 式 是 典型 的 塞 律 (x ') 分 布 竹 律 分 布 是 丰富 的 自 相似 分 形 结构 的 源 
泉 , 因 为 它 代 表 了 从 最 小 尺度 到 最 大 尺度 间 多 尺度 的 特征 . 由 此 可 见 自 相似 的 

我 们 还 可 以 从 数论 角度 来 论证 自 组 织 的 宕 律 分 布 . 复杂 系统 是 由 许多 相互 
作用 的 单元 构成 的 ,所 以 微观 层次 上 显示 出 无 序 的 状态 ,但 是 在 宏观 层次 上 从 临 
界 到 自 组 织 或 自 适应 现象 中 都 涌现 出 很 有 序 的 美丽 的 结构 ( 相 变 、 斑 图 形式 、 目 
组 织 临 界 状态 等 )， 同样 ,数学 上 的 数论 也 研究 许多 单元 ( 数 ) 之 间 的 关系 .那么 
复杂 系统 理论 是 否 和 数论 有 联系 呢 ? 
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这 里 不 谈 数论 本 身 , 只 谈 两 点 : 

(1) 质数 是 数论 中 重要 的 研究 对 象 . 虽然 在 整数 中 提取 质数 并 无 明显 的 规 
则 ,但 是 质数 的 整体 分 布 却 显示 出 规则 性 . 例如 质数 8703 , 它 左边 的 第 一 数字 是 
8, 称 为 引导 数 . 质数 中 引导 数 a 服从 本 福特 (Benford) 定 律 


p(d)=lg (1+ 方 )， (10. 98) 


其 中 4 二 1,2,…,9. 显然 ,引导 数字 愈 大 , 它 的 概率 愈 小 . 引导 数字 是 1 的 概率 
约 为 30.1%% ,引导 数字 为 9 的 概率 约 为 4.6%. 图 10.36 显示 出 201 个 物理 常数 
(黑色 ) 引 导数 的 概率 分 布 以 及 与 本 福特 定律 的 比较 . 前 面谈 到 寡 律 分 布 结构 的 
机 理 中 最 主要 的 是 乘积 过 程 , 它 服从 寡 率 分 布 

P(EF *, al (10. 99) 


0.35 


图 10.36 引导 数 的 概率 分 布 


一 个 随机 过 程 服 从 短 律 分 布 所 产生 的 数据 满足 本 福特 分 布 , 即 


/5 0 atl 
pld) 一 一 c| > “dr = 必 bd 一 本 


(10. 100 ) 


一 a 十 1 
为 了 归 一 化 ,我 们 取 c= 人 8 二 卫 , 则 
10 
p(d) = (dtl) "== |], (10. 101) 


其 中 a==0 是 均匀 分 布 . 当 a=1 时 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,有 
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| 
10!™°ln10 本 lInl0 lnlo0 《10. 102) 


(10. 102) 式 称 为 广义 本 福特 定律 , 它 说 明 数 字 间 相互 作用 是 杂乱 无 章 的 ,但 是 宏 
观 层次 上 是 有 规律 的 . 这 样 , 带 有 长 程 相关 的 需 律 分 布 随机 过 程 和 广义 的 本 福 
特定 律 联系 起 来 . 
(2) 根 据 数论 中 的 定理 , 当 M 很 大 时 ,在 整数 区 间 [1,MJ 内 质数 的 平均 密 
度 是 
1 


lnM 

一 个 质数 不 能 被 任何 其 他 的 数 整除 . 我 们 取 M 一 1 个 有 序 整 数 ,[2,3， 

4,… ,Mj], 例 如 MM 二 10 ,其 中 0 和 1 排除 , 且 不 重复 ,假设 我 们 从 这 M 一 1 个 整 

数 中 抽出 N(z) 个 去 形成 质数 集合 ,怎么 判断 它 是 质数 集合 呢 ? 我 们 从 剩余 的 整 

数 中 抽出 一 个 整数 a( 这 相当 于 不 断 驱动 ), 若 a 能 被 N (2) 个 质数 集中 的 ;个 去 

除 (或 被 除 ) ,那么 这 * 个 整数 就 不 是 质数 ,将 它们 退回 到 原来 的 整数 集中 , 这样 
十 1 时 刻 的 质数 集 的 个 数 ( 或 尺寸 ) 就 是 

NG 十 1) 王 NGCi) 十 1 一 >， (10. 104) 

这 就 是 耗 散 过 程 ,其 中 * 是 减少 的 数 ,相当 于 沙 堆 中 的 崩塌 数 . 因此 从 CM 一 1) 个 

整数 中 每 次 抽出 一 个 整数 相当 于 沙 堆 模型 中 的 加 沙子 ,质数 所 减少 的 个 数 相当 

于 沙 堆 的 崩塌 数 . 这 样 质数 集 就 自 组 织 围 绕 着 一 个 平均 稳定 值 (N) 涨 落 , 见 图 


10. 37， 当 系统 的 特征 尺度 -增加 时 ,这 个 平均 值 (N) 也 增加 ,形成 一 个 标 度 律 


(10. 103) 


M a 
(Nec (1 ) (10. 105) 
且 由 N(z) 可 求 出 功率 谱 

Sn(ABEF, (10. 106) 

3000 

三 1500 

0 $0000 100000 
M 


图 10.37 质数 集 的 演化 
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见 图 10. 38. 图 10. 38 小 框 内 就 是 功率 谱 . 这 个 结果 和 自 组 织 临界 性 中 的 情况 相 
似 . 这 说 明 ,数论 中 数 与 数 之 间 的 关系 也 可 能 和 大 小 不 同 扩 度 之 间 的 关系 相 联系 . 


10: 
10* 103 107 


图 10.38 平均 值 (N) 的 标 度 状态 


$ 10.9 粮 和 结构 


本 章 讨论 了 反应 扩散 方程 的 螺旋 斑 图 结构 , 自 相 似 螺旋 结构 以 及 孤 波 和 层 
次 结构 ,而 谈 起 “结构 ”就 要 说 到 人 或 信息 . 
从 热力 学 第 二 定律 知道 ,对 于 孤立 系统 ,内 部 的 炉 5% 总 是 增加 的 , 即 


下 衬衣 (10. 107) 
玻 尔 兹 曼 首 先 将 炉 ; 与 分 布 函数 联系 起 来 , 即 
s=klnn, (10. 108) 


其 中 & 是 玻 尔 兹 曼 常 数 ,Q 是 分 子 微观 状态 的 数目 . 因此 焙 是 无 序 状 态 的 度量 . 
典型 的 例子 是 原来 装 在 半边 盒子 中 的 气体 ,当中 间隔 一 打开 ,气体 就 占 满 了 整个 
盒子 , 见 图 10. 39. 由 于 占 满 了 整个 盒子 ,气体 分 子 更 加 杂乱 无 章 地 碰撞 , 焙 就 增 
加 ,因此 热 分 子 的 平衡 态 相 当 于 最 大 无 序 , 炉 达到 最 大 . 


图 10.39 炉 增 加 的 典型 例子 


但 是 本 章 前 面谈 到 的 许多 结构 都 是 在 自然 界 的 开放 系统 中 产生 的 ,由 于 与 
外 界 环 境 有 物质 和 人 能量 的 交换 ,整个 体系 的 炉 的 变化 为 两 项 之 和 : 
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ds_ ds ，des 


Hr dr dr (10. 109) 


dis 


其 中 证 是 内 部 的 炉 产 生 , 它 总 是 为 正 的 , 见 (10. 107) 式 . 但 由 于 和 外 界 有 热 交 


换 , 有 时 会 造成 负 焙 流 , 即 


des 
= (10. 110) 


因而 整个 体系 在 演化 过 程 中 箭 也 可 以 减 小 ,微观 上 分 子 运 动 的 可 能 状态 受到 限 
制 , 有 大 量 的 分 子 好 像 收 到 命令 一 样 做 比较 有 秩序 的 运动 . 例如 若 下 层 和 上 层 
空气 的 温度 分 别 是 Tf 和 Ti ,而 Tr 之 Tt, 则 内 部 的 业 的 变化 是 

dis _ Q Q 


dT Te 
但 是 由 于 和 外 界 有 热 交 换 ,使 得 
至 > 本 
且 
dg, (10. 111) 
dt 


则 说 明 热 对 流 带 走 了 粹 ,因此 宏观 上 体系 就 形成 了 有 序 的 结构 . 
小 结 


自然 现象 很 多 都 是 自 组 织 发 生 的 ,它们 都 是 由 许多 大 大 小 小 不 同 单元 构成 
的 . 单元 之 间 的 非 线 性 相互 作用 可 以 在 宏观 上 产生 出 很 美丽 的 结构 ,如 螺旋 斑 
图 , 行 波 和 孤立 波 斑 图 等 . 这 些 结构 的 出 现 是 由 多 尺度 系统 中 各 层次 间 的 自 相 
似 过 程 或 乘积 过 程 所 造成 的 . 从 热力 学 观点 看 ,这 是 由 于 和 外 界 有 热量 交换 ,使 
得 整个 系统 的 粹 减 小 所 致 . 
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整数 阶 导 数 长 期 在 数学 和 物理 学 中 占 统治 地 位 ,这 是 因为 牛顿 力学 和 相应 的 
微 积分 通常 认为 空间 和 时 间 处 处 连续 可 微 ,基本 物理 量 可 以 用 对 时 间 和 空间 的 整 
数 阶 微 商 表示 . 例如 速度 是 位 置 对 时 间 的 一 阶 微 商 ,加 速度 是 对 时 间 的 二 阶 微 


商 ， 又 如 某 空间 点 上 物理 量 c 的 调和 算 子 ( 拉 普 拉 斯 算 子 )Ac= 5 十 二 2. 


代表 该 点 周围 的 c 值 和 该 点 < 值 之 差 的 平均 值 ,物理 上 则 表示 动量 或 物质 (包括 
温度 ) 交 换 或 扩散 的 程度 . 但 是 ,我 们 在 第 二 章 已 经 看 到 , 满 流 的 速度 是 不 可 微 
的 ,很 多 事件 的 发 生 是 断断续续 、 间 吹 的 , 极 值 事 件 发 生 的 概率 并 不 太 小 ,这 些 问 
题 利用 传统 的 物理 理论 和 整数 阶 微 积分 是 不 容易 解决 的 . 
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下 面 我 们 举 两 个 例子 从 物理 上 说 明 分 数 阶 导数 的 来 源 . 
第 一 个 例子 是 第 一 章 谈 到 的 异常 扩散 . 当然 这 里 说 的 “异常 "是 相对 于 “ 正 
常 ” 的 布朗 运动 引起 的 扩散 而 言 的 . 
从 第 五 章 我 们 已 经 看 到 ,布朗 运动 中 质点 游 动 的 概率 密度 是 正 态 分 布 
plz,t)= 


二 (11. 1) 


上 
区 20° 9 
其 中 co 二 2Ki. 图 11.1 是 正 态 分 布 概率 密度 p 随 x 的 变化 图 从 图 11. 1 看 出 ， 
离开 平均 值 一 个 方差 o 的 面积 已 占 到 68%, 离 开平 均值 26 的 面积 已 占 95%, 流 
落 达到 3c 的 概率 只 占 10-', 但 是 ,实际 上 随机 游 动 的 下 一 步 并 不 是 和 上 一 步 不 
相关 的 ,也 不 是 每 次 游 动 只 游 动 一 个 间隔 距离 ,有 时 一 步 游 动 的 距离 比 前 一 步 要 
大 出 好 多 量 级 , 因此 大 的 涨 落 引 起 大 的 扩散 ,扩散 方差 甚至 到 7c 仍 有 一 定 的 概 
率 . 详 见 第 五 章 ， 
正 态 分 布 的 概率 密度 p 服从 福 克 - 普 朗 克 方 程 
LK oe (1 
若 把 分 子 尺度 和 布朗 运动 的 花粉 尺度 看 成 是 分 离 的 , 则 扩散 项 开 是 整数 阶 


(二 阶 ) 导 数 , 实际 上 多 尺度 系统 中 的 尺度 是 不 能 分 离 的 ,从 而 引起 了 异常 扩散 . 
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图 11.1 正 态 分 布 


为 此 我 们 将 (12. 2) 式 二 阶 导 数 改 为 a(0 二 a 二 2) 阶 导数 ,得 到 
ap_K az 
ot SE" 
方程 (11. 3) 称 为 分 数 阶 福 克 - 普 朗 克 方程 . 概率 密度 p 和 特征 函数 BC(&) 互 为 傅 
里 叶 变 换 : 


(ln 


十 co 


Dk,1) ss | plzsDer dz. (11. 4) 


对 (11.3) 式 两 边 做 傅 里 叶 变换 ,得 到 


ODP(Rk,L) 
ot 


—Kl|k|’G. (11. 5) 
(11.5) 式 就 是 (5. 82) 式 ， 
(11. 5) 式 是 一 个 特征 函数 @ 的 一 阶 常 微分 方程 ,所 以 它 的 解 是 

Dk)=e 4 (11. 6) 
再 将 (11. 6) 式 做 逆 变 换 , 正 好 就 是 第 五 章 介绍 的 列 维 分 布 的 概率 密度 分 布 函数 . 
它 相当 于 (5. 118) 式 中 尺度 参量 "一 1, 偏 斜 度 参数 8 二 0, 移动 参数 /二 0 请 注 
意 , 正 态 分布 (11. 1) 式 所 相应 的 特征 函数 是 B= 二 e“1*1', 也 就 是 说 (11. 6) 式 若 
取 a=2 就 是 正 态 分 布 . 

这 个 例子 说 明 , 将 福 克 - 普 朗 克 方 程 的 扩散 项 的 二 阶 导数 改变 成 的 分 数 阶 
导数 ,就 可 以 使 正 态 概率 密度 分 布 改变 为 重 尾 列 维 分 布 ,使 尺度 分 离 改 变 为 不 同 
尺度 间 的 相互 联系 . 后 者 说 明 对 于 多 尺度 现象 出 现 大 涨 落 的 概率 并 不 十 分 小 . 

第 二 个 例子 是 天 气 和 气候 的 关系 .天 气 一 般 指 每 天 的 天 气 状 况 ( 如 温度 、 降 
水 等 )， 以 北京 为 例 ,从 1951 年 到 2010 年 共 60 年 的 日 气温 天 气 资料 , 若 扣 除 60 
年 的 日 平均 温度 ,就 得 到 60 年 日 气温 距 平 资料 。60 年 的 资料 长 度 达 20000 多 
天 ,所 以 这 个 天 气 资料 中 最 小 的 时 间 尺 度 是 天 ,还 有 10' 天 ,10? 天 ,10’ 天 ,10 
天 的 时 间 尺 度 , 天 气 资料 跨越 4 个 多 量 级 的 尺度 . 而 气候 一 般 认为 是 天 气 状况 
的 平均 ,如 月 平均 、 季 平均 、 年 平均 等 ,这 都 是 气候 . 以 月 尺度 为 最 小 气候 时 间 尺 
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度 ,那么 60 年 的 北京 月 平均 温度 距 平 气候 资料 就 有 10: 月 ,10* 月 的 气候 尺度 
气候 资料 跨越 2 一 3 个 量 级 ,因此 天 气 和 气候 都 是 多 尺度 系统 . 天气 和 气候 是 什 
么 关系 呢 ?”1976 年 哈 塞 尔 曼 (Hasselmann) 将 天 气 和 和 气候 的 关系 比 做 布朗 运动 
中 微观 尺度 (分 子 运动 ) 和 宏观 尺度 (花粉 运动 ) 之 间 的 关系 ,认为 它们 应 遵循 随 
机 微分 方程 ( 称 为 朗 之 万 方程 ) 


dx 
dr Ey 


其 中 e 是 代表 天 气 随机 变量 ,zx 代表 气候 随机 变量 . (11.7) 式 左边 是 整数 阶 (一 阶 ) 
微 商 . 
人 们 怀疑 不 同 尺 度 的 气候 资料 x 都 是 天 气 资料 e 的 一 次 积分 这 一 看 法 . 
若 气 候 资料 x 的 傅 里 叶 变 换 为 2 ,这 两 者 之 间 的 傅 里 叶 变 换 对 为 


十 co 


(ll: 7) 


Rt 吉 | zcDe dr 


(11. 8) 


十 ca 


zi(f) 一 jos de， 


其 中 了 是 和 时 间 上 相对 应 的 频率 . 所 谓 功 率 谱 S( 廊 就 是 气候 信号 x(?) 的 传 里 
叶 变 换 系 数 z( 了 ) 模 的 平方 , 即 
SC(F= |20F | ocFs, (11. 9) 

其 中 8 称 为 功率 谱 指数 . 若是 按照 朗 之 万 方程 (11.7) ,天 气 s 可 以 看 成 白 品 声 ， 
气候 工 则 是 布朗 (褐色 ) 噪 声 ,那么 气候 的 功率 谱 只 能 是 广 ”, 即 功率 谱 指数 8 二 
2, 而 气候 资料 的 自 相关 函数 R(7) 为 

RCrz) 一 (LzGt 十 rz 一 (ZLzC 一 (z)])， (11, 10) 
其 距 为 时 间 述 后 , 角 插 号 ( ) 表 示 总 体 平均 . 功率 谱 和 自 相 关 函 数 互 为 傅 里 叶 
变换 , 即 


ko =- 去 | sneva (11. 11) 

事实 上 ,方程 (11.7) 就 是 布朗 运动 的 随机 微分 方程 . 布朗 噪声 的 自 相 关 函 数 为 

R(Cr) 一 (zye 1. (11. 12) 

(11. 11) 说 明 气 候 的 相关 是 短程 相关 ,这 是 因为 当 t= 二 TT 时 ,相关 函数 已 经 下 降 
了 二, 当 r> 了 以 后 相关 函数 就 很 快 误 减 了 . 

实际 的 气候 并 不 是 这 样 , 它 有 较 强 的 记忆 性 . 拿 季 节气 候 来 说 , 春 夏秋 冬 、 

前 后 次 序 都 记忆 得 很 好 . 图 11. 2 是 根据 北京 地 区 60 年 气温 资料 所 做 出 的 月 和 


年 的 自 相关 系数 cn 一 从 图 11. 2 看 出 ,气候 的 自 相关 函数 RG) 基本 上 
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是 一 个 寡 函 数 形式 

R(Cr)ccr ” (7y>0). (11. 13) 
此 时 自 相 关 函 数 的 老 函 数 形 式 (11. 13) 相 对 于 指数 函数 形式 (11. 12) 随 着 r 的 增 
大 衰减 得 慢 得 多 ,因此 t+ 很 大 时 仍 有 一 定 的 相关 , 称 为 长 程 相关 . 过 去 统计 上 习 
惯 于 使 用 自 回 归 模 式 (ARMA), 它 实际 上 认为 自 相 关 函 数 是 指数 衰减 形式 , 参 
看 图 3. 6. 


0.6 0.8 
(a) (b) 
04 0.6 
0.4 
© 02 
六 0.2 
0 
-0.2 
= S0 100 150 1 9 10 15 20 
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11.2 北京 气候 资料 的 自 相 关系 数 


由 于 相关 函数 的 量 纲 是 能 量 , 而 频率 f 乘 上 功率 谱 S(f) 也 是 能 量 ,因而 两 
者 量 岗 应 相等 ,得 到 


fS(f)cr = (二 ) : 


即 
a 
因此 功率 谱 指 数 8 和 自 相关 函数 标 度 指数 7 之 间 的 关系 为 
”一 1 一 (11. 14) 
从 (11.14) 看 出 ,为 了 保证 相关 函数 以 寡 函 数 的 衰减 ,那么 功率 谱 指数 必须 满足 
0 一 8 一 1， (11. 15) 


为 此 必须 把 用 (11. 7) 表 述 的 气候 随机 变量 z 的 功率 谱 指 数 8 由 2 降下 来 ,才能 
保证 自 相关 函数 R(z) 是 宕 函数 这样 我 们 把 (11. 7) 式 中 的 一 阶 微 商科 ,改变 为 


分 数 阶 a 的 微 商 ,得 到 
d" 工 
a (11. 16) 


其 中 全 < 称 为 分 数 阶 导 数 . 


t 


对 傅 里 叶 变换 式 (11. 8) 的 第 一 式 进行 a 次 微 商 ,得 到 
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十 cc 
SE =| zcDGPre ed 


对 zz 进行 a 阶 微 商 的 功率 谱 就 为 


[OFA | FI* | 40 |2. Ci LY 
因为 若 按 (11.7) 式 ,气候 z 的 功率 谱 ( 即 布朗 运动 的 功率 谱 ) 为 
Edm 
所 以 微 商 a 次 的 功率 谱 指 数 应 为 
Fs (11. 18) 


(11. 18) 式 说 明 , 微 商 w 次 后 的 功率 谱 指 数 由 有 8 降 为 8 一 2c. 因为 白 品 声 的 功率 
谱 指 数 为 零 , 所 以 


B—2a=0 
或 
B= 2a. C11. 19) 
由 于 (11. 15) 式 条 件 的 限制 ,所 以 
0<a< 方 ， 11 20 


也 就 是 说 由 (11. 16) 看 出 , 微 商 的 阶 数 小 于 地 . 方程 (11. 16) 也 称 为 分 数 阶 导数 


的 随机 微分 方程 . 因此 ,(11. 16) 式 确实 能 保证 其 后 的 自 相 关 函 数 是 圭 函 数 . 在 
异常 扩散 微分 方程 中 常用 扩散 方差 
(x (11. 21» 


来 表征 扩散 的 快慢 ,其 中 万 为 赫 斯 特 指数 ， 当 太志 时 就 是 正常 扩散 ,也 称 为 
布朗 运动 , 当 互 夭 斑 时 称 为 分 数 维 布朗 运动 . 


(11. 18) 式 说 明 ,变量 xz 经 过 a 阶 微 商 以 后 ,原先 的 功率 谱 指数 由 有 8 降低 为 
d “e 


B 一 2a. 也 可 以 反 过 来 说 ,(11.16) 式 中 e 积分 a 次 就 是 +, 记 为 二 -, 称 为 分 数 阶 
积分 . 功率 谱 指 数 由 0 增加 到 2c, 即 z 的 功率 谱 为 三 2， 
及 和 YY 的 关系 已 经 在 (5. 55) 式 求 得 , 即 
2H=2—Yy 《0 过 7 二 1) «ll 2 
或 
Hsi— (11, 23) 


从 (12. 23) 式 看 出 ， 当 3<H<1 ,因而 (11. 20) 式 中 2 五福 1 时 ,随机 游 动 是 持续 


311.1 分 数 阶 导数 的 物理 来 源 267 


的 ,更 喜欢 保持 运动 方向 而 不 是 改变 方向 ,因此 扩散 快 于 正常 扩散 . 而 0 雪 互 二 
二 则 意味 着 随机 游 动 是 反 持续 的 ,更 喜欢 改变 方向 ,而 不 是 持续 在 一 个 方向 ,所 


和 


第 一 个 例子 说 明 ,将 空间 二 阶 导数 2 性 改 变 成 之 (0<a<2) 可 使 正 态 分 布 
人 ER ES 
数学 改变 为 二 (0<e<1) 可 以 将 短程 相关 改变 成 长 程 相关 ,说 明 气候 具有 长 期 


记忆 性 . 
下 面 看 第 三 个 例子 . 过 去 黏 性 介质 中 常用 到 的 应 力 z(t) 和 应 变 o(z) 之 间 的 
do(1) 
7 dz 
其 中 7 是 物质 的 黏 性 系数 . (11. 24) 式 称 为 牛顿 定律 . 而 对 于 弹性 介质 ,应 力 和 
应 变 的 关系 则 服从 胡 克 定律 


二 rt)， (11. 24) 


了 ac 一 r， 
或 写成 


已 9 一 r(D)， (11. 25) 


其 中 巨 是 弹性 模 量 ,导数 符号 上 写 “0” 表 示 0 阶 导数 ,也 就 是 不 求 导 . 若 设 应 变 v 
随时 间 的 变化 是 o(7)=1,0 过 :过 TT, 那 么 应 力 t+ 由 (11.24) 和 (11.25) 式 就 为 
Lan 对 黏 性 液体 ， 
Et, 对 弹性 固体 ， 
或 比值 


er 对 于 a 二 1 的 黏 性 液体 ， Pe 


CC2) 下 ， 对 a 二 0 的 弹性 固体 . 
黏 弹性 介质 处 在 弹性 固体 和 黏 性 液体 之 间 ， 
Ox l. (11. 27) 
这 样 对 黏 弹 性 介质 ,除了 E( 或 7) 这 个 介质 常数 外 ,还 多 了 一 个 介质 常数 a. 这 个 
a 就 是 黏 弹性 介质 关系 
dc (11. 28) 


区 


”dz 
中 的 分 维 阶 导数 的 阶 数 ,， 是 介质 常数 . 对 胡 克 定律 ,a 一 0,v 一 EE; 对 牛顿 定律 ， 
zx 一 1, 一 人 这 个 例子 说 明 , 介 于 弹性 和 黏 性 之 间 的 黏 弹性 介质 的 应 力 应 变 间 的 
关系 也 要 引进 分 数 阶 导数 . 
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$11.2 常数 的 分 数 阶 导数 不 为 零 , 分 数 
阶 导数 为 零 的 函数 是 震 函 数 


由 于 我 们 长 期 在 物理 学 中 使 用 整数 阶 的 导数 ,因而 对 其 比较 熟悉 . 在 谈 分 
数 阶 导数 定义 前 ,最 简单 的 方法 是 将 简单 函数 的 整数 阶 导数 自然 延伸 到 分 数 阶 
导数 . 
举 一 个 例子 . 对 x" 求 整 数 n (n 二 m) 阶 导 数 , 得 到 
d" Cm 


jr mm 1) mnt1)"" 


= se 11 29) 


(11. 29) 式 右 端的 系数 可 以 用 下 函数 表示 : 


ml Po“ 十 1) 
(7 一 2)1 了 下 (mm 十 1 一 272) 


这 样 , 对 函数 慷 的 a 阶 (a 是 非 整 数 ) 导 数 就 可 以 写 做 


i 
d Tp+1l—a) 


其 中 pj 十 1 去 0, 一 1 ,二 2,55 ,一 诗 
利用 (11. 30) 式 的 结果 ,我们 可 以 求 菜 布 尼 茨 (Leibniz) 在 1695 年 提出 的 求 


元 阶 导数 的 问题 . 在 (11. 30) 式 中 取 一 过, 得 到 


(11. 30) 


di Ce) PepE1) 
di3 a 
号 大 一 可 | 


特别 在 如 =1 时 ,从 (11. 30) 式 得 到 


ds Ty 生 本 五 
dt? 三 二 区 
Ta 一 到 | 


1 
A 入 


当 p 一 一 地 时 ,得 到 


和 Tr( 一 去 +1) r( 二 ) 
a Se i =0. (11. 31) 


(11. 31) 式 就 是 近 300 年 前 莱 布 尼 茨 的 结果 . 
由 (11. 30) 式 还 可 以 导出 两 个 重要 的 结果 . 
第 一 个 结果 ,常数 的 分 数 阶 导 数 不 为 零 . 在 (11.30) 式 中 取 p= 二 0, 那 么 
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二 1, 则 按 (11. 30) 式 ,得 
di To _ 1 
dr" TOTi—ay TU-—ay 
在 整数 阶 导数 中 ,条 函数 f(z) 是 常数 ,那么 它 的 任何 整数 阶 n(n 二 0) 的 导数 都 为 
零 ,物理 上 表示 函数 f(z) 所 代表 的 物理 量 不 随时 间 变 化 ,但 是 常数 的 分 数 a( 非 
整数 ) 阶 导数 当 t->0 时 是 发 散 的 . 应 该 指出 ,按照 卡 普 托 (Caputo) 分 数 阶 导 数 
的 定义 ,常数 的 a 阶 导 数 仍 为 零 . 不 同人 定义 的 分 数 阶 导数 结果 不 同 , 这 仍 是 有 
待 解 决 的 问题 . 
从 (11. 32) 式 看 出 , 当 a 是 大 于 零 的 整数 时 , (1 一 a) 就 是 从 堆 开 始 的 负 整 


数 , 那 么 FG 一 @ 一 c ,因而 9 Ca 为 大 于 零 的 整数 ) 才 为 零 ,这 就 是 通常 说 的 党 


(11. 32) 


数 的 导数 是 零 . 但 是 当 是 分 数 时 ,常数 c 的 e 阶 导数 是 一 个 和 玉成 正比 的 函 
数 , 它 是 一 个 宕 函数 一 

从 物理 上 讲 , 若 : 理解 成 离 临界 点 的 距离 ,那么 全 就 可 以 理解 成 弛 玫 时 间 ， 
离 临 界 点 愈 近 , 弛 队 时 间 愈 长 ,甚至 于 趋向 于 无 穷 大 ,这 就 使 所 谓 “ 临 界 慢 化 " 现 
象 . 对照 列 维 分 布 和 (11. 13) 式 的 宕 函数 自 相 关 函 数 , 常 数 c 的 分 数 阶 导数 有 短 
函数 1 的 形式 就 更 不 足 为 奇 了 . 

第 二 个 结果 ,等 函数 的 分 数 阶 导数 为 零 . 过 去 ,在 动力 系统 理论 中 , 相 空间 
的 体积 的 一 阶 导数 为 零 , 妈 


da 
二 (11. 33) 
就 表示 是 守恒 系统 .车 v 代表 其 他 物理 量 , 则 表示 该 物理 量 在 运动 中 守恒 . 如 
代表 速度 , 则 代表 速度 是 运动 守恒 的 , 若 w 代 表 业 ( 或 位 温 ) 则 表示 绝热 过 程 中 
或 位 温 保持 不 变 . 
在 分 数 阶 导 数 中 ,函数 f(1) 的 a 阶 导数 为 零 , 即 
di (11. 34) 
dt” 
代表 什么 含义 呢 ? 事实 上 ,(11. 34) 式 中 的 解 就 是 究 函 数 
Ft = A Ts (11. 35) 
其 中 A 是 常数 . 
我 们 来 证 明 这 一 点 . 按 (11. 30) 式 ,1 ! 的 a 阶 导数 为 
| I (11. 36) 


dt (CO 一 a) 
因此 当 0->u 时 ,下 (0 一 c) 一 下 (0) 一 co，(11， 36) 式 的 右 端 趋 于 零 . 故 (11. 36) 式 中 
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b 取 为 a, 即 可 使 (11. 34) 式 成 立 . 因而 (11. 35) 式 是 方程 (11. 33) 的 解 . 

同 理 ,r“(k 二 1,2,…) 的 a 阶 导数 也 是 零 . 

从 这 里 可 以 明显 看 出 寡 函 数 所 “在 分 数 阶 微 积分 中 的 重要 性 . 若 0 二 a 二 1， 
(11. 35) 式 就 表示 随时 间 1 的 增 大 ,f(2) 是 衰减 的 . a 起 着 一 种 标 度 指数 的 作用 . 

在 整数 阶 微分 中 ,导数 为 零 表示 物理 学 中 的 守恒 量 , 而 在 多 尺度 的 分 数 阶 微 
分 中 ,导数 为 零 表示 存在 自 相 似 的 结构 , 即 寡 函数 . 多 尺度 分 形 物理 学 重点 研究 
标 度 不 变性 或 标 度 指数 . 

另外 ,指数 函数 


六 =e (11. 37) 
的 整数 ” 阶 导数 为 

n kt 

一 一 有 ee， 38) 


即 指数 函数 的 整数 阶 导数 仍 是 指数 函数 , 我们 将 (11. 38) 式 中 的 整数 扩展 到 
实数 a ,得 到 


一 ee (k 宇 0). (11. 39) 
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很 多 书 中 常见 到 的 分 数 阶 导 数 采 用 了 称 为 黎 曼 - 刘 维 尔 公式 的 表达 式 . 这 
节 我 们 将 说 明 这 个 表达 式 的 自然 性 . 
若 jz) 是 工 的 函数 ,那么 当 ?” 为 整数 时 ,三 的” 阶 导数 可 表示 为 差分 形式 


5 一 = hm 二 1 (f(z 一 所)， (11. 40) 
其 中 
(= oy (11.41) 
项 式 展开 的 系数 ,h 是 差分 的 格 距 . 例如 n=1 时 的 一 阶 导数 为 
lim en, C11. 四 区 
?一 2 时 的 二 阶 导 数 
df_,, flr)—2f(r—h)t f(z) 
lim EE ， (11.43) 
其 他 整数 阶 导 数 类 似 . 


a 是 分 数 时 , 则 可 将 (11. 40) 式 中 的 推广 到 实数 a,a 阶 的 分 数 阶 导 数 可 表 
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za 


达 为 
a Si 
dx” t=0 h° 
其 中 
(站 = A 
k/ k! (a— 


且 4 到 xz 区间 分 成 n 个 格 距 为 h 
(11. 44) 式 中 


2 (一 1 ( )rez 一 如 )， 


(cx 十 1) 
k)! 下 (R 十 1)FCc 一 & 十 1) 


的 小 区 间 . 


k 


这 样 (11. 44) 式 又 可 表示 成 


up) 。 


一 一 一 lim 


dz ic 工 (一 ac] 


天 PP(RE 十 1)FC 一 a)” 


TCR 十 1) 


因此 从 定义 上 看 ,分数 阶 导数 和 整数 阶 导数 形式 上 相同 . 


下 面 举例 来 说 明 . 

指数 函数 @ 常 可 以 用 级 数 表示 : 
2 1 
“TAR 2 FE 1 


今 上 一 n 二 hk , 则 (11. 49) 式 变 成 


dr 
一 _(er) 一 
Te 1) 


A 


co 


1 a = er. 
TCR 十 1) 


k'=0 


将 (11.49) 式 扩展 到 分 数 a 阶 导 数 ,利用 (11. 30) 式 ,得 到 


ete》 本 / 志 
dz = 


er 称 为 广义 的 指数 函数 . 


4 k—a 


PE 小 .过 
A 之 FFC 十 1 一 o) 


黎 曼 - 刘 维 尔 的 分 数 阶 导数 的 定义 是 从 分 数 阶 积分 开始 的 ， 


若 将 (11. 44) 式 中 的 a 改 为 一 


ax, 则 由 于 


> 3 生生/ F(a— pe). 
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C11: 


(11. 


(11. 


(11, 


(11. 


(11. 


(11. 


(11., 


44) 


45) 


46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


51) 
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(= 了 (11 .52) 
kl k 9 


那么 (11. 44) 式 就 变 成 


d“ 厂 ] 记 人 _ 
一 (XO— kh), (11.5%) 
eA 二 包 k fe 


阶 积分 . 例如 , 当 &a=1 时 ， (, )= 对 =1, 则 
nS 
dz k=0 


若 上 式 中 我 们 令 x 一 a 二 nh,y= 二 kh, 则 当 hh 一 0 时 该 式 就 变 成 积 4 


Ta 


dF 
a 一 | /wa 
再 令 TX y 二 xz, 有 
二 
站 -|reoa (11. 54) 
dz 


(11. 54) 式 就 代表 f 对 xz 的 一 次 积分 . 又 如 , 当 a=2 时 ,由 于 


2 二 ” 
(= 人 EE (11. 55) 
开 k! 
所 以 />0 时 ,(11. 53) 式 为 
T= Dt Df) 
dr 一 0 
汉 为 事 1 抽 到 一 起 和 (11. 56) 
k=0 
令 z= 二 t 一 hh 有 
df(t— 
Ti (kh) f(t—h— kh) 
dl(t— 万) 一 和 7 
= hy kh) — (k++ 1)h) 
k=0 
7 十 1 
= 有 2 (一 DEFG— 肌 ) 
k=1 
ntl ntl 
= ho ERA FG— Rh OhmR). (1.57) 
k= 1 k=1 
令 hh 一 0, 则 
d ?F(x) < 


ee 一 2 ( 嫂 ) 帮 一 好) 
ly 0 一 
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令 及 = 一 yz=z 一 多 则 


d?flr) rr f 
“~ = | 3f Cz— dr = |(z—2)f()dz. (11. 58) 
当 a3 时 ,类 似 地 有 
d3f(z) 11f 
本 一 直 | 一 5?7(odz 
这 是 因为 
(1) = (3+ D+ et 
外 本 2 
由 此 有 
一 3 
ch DT 
dx 2 


ey. i fr wdyt 和 | yy 
一 划 jc- 3 了 2 天 二 de 十 全 | — yd 
- 划 c-> Py. (11. 59) 
同样 将 a 取 成 分 数 ， 所 有 阶乘 全 换 成 了 函数 , 则 a 阶 积分 有 
一 - 二 -| (pa Plaid (11. 60) 


(11. 60) 式 就 是 常见 的 黎 曼 - 刘 维 尔 分 数 a 阶 积分 的 定义 .表达 式 (11. 60) 是 从 
差分 的 定义 自然 导 得 的 ,这 就 解释 了 本 节 开 始 提 到 的 这 一 定义 的 自然 性 . 这 样 
f(z) 的 a 阶 分 数 阶 导数 就 通过 上 面 的 积分 定义 表达 为 

人 生 [二 了 | (11. 61) 
这 里 a 一 n 达 0 且 a 一 n 十 1 之 0, 因 此 一 般 地 有 n 二 [aj 十 1,[aj 为 数 a 的 整数 部 分 . 
(11. 61) 式 意味 着 先 求 分 数 阶 积 分 ,然后 再 求 整数 阶 导数 , 但 是 卡 普 托 却 是 在 
(11. 61) 式 中 先 求 整数 阶 导数 后 求 分 数 阶 积分 ,当然 导致 了 不 同 的 结果 . 例如 ， 
若 f(z) 是 常数 ,那么 先 求 一 阶 导数 为 零 ,因此 卡 普 托 的 结果 是 常数 的 分 数 阶 导 
数 是 零 , 和 (11. 32) 式 结果 完全 不 同 . 
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下 面 举 几 个 例子 . 
第 一 个 例子 ,zx* 的 a 阶 导数 . 按 (11. 60) 式 的 定义 ， 
dx? d” 1 | RANGE | 
et dr pe a) 之 ) z? dz 
下 | (2 — 0) er dz. (1 1. 62) 


0 


(11. 62) 式 积分 号 中 的 


一 ze 人 1 一 二 (zs) 1. (C11, 83 
A TX : 
这 样 (11. 62) 式 就 变 成 


er 


利用 B 函数 表达 式 


1 


Br, yy = | = 
0 


以 及 整数 阶 导数 (11. 29) 式 的 结果 
pa 
dz r(p—n 二 1) 
(11. 64) 式 可 写 为 
dx 1 TB+D Ta) qd 
dz” Tl(nTa) T(p+1+n—a) da 
TT Lot) 
Teg le ey Tinat p= 二 1 
FPCp 十 1) 
r(p—at1)™ 
rT(p) 
~ T(p—a) 
(11. 67) 式 的 结果 与 x* 的 a 阶 微 商 的 结果 (11. 30) 式 完全 一 致 . 
第 二 个 例子 ，f(x) 二 lnz 的 a 阶 导数 . 为 此 先 求 出 (11. 60) 式 中 的 积 
je 一 ve 2)" nzdz. (11. 68) 


0 


T(x)T(Yy) 


Fn 刘 (ll1, 85» 


Xx? "=p(p—o1)(p—nt+1)r ", (11. 66) 


n—a+p 


2 (11. 67) 
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把 积分 变量 > 换 成 , 即 
二 xX(l1—w), (11. 69) 


则 (11. 68) 式 变 成 


dw) 
dr 


1 
Rt 1 gt | Poa 
vol Tn 4 nt — Jal 


本 
FC a ln(l1 — wu)du 


1 


-Chaey 5 | 加 
TO) 2 Fey lIn(1— wd(l—w’) 


1 


i Sn 1 — 
Fe FI 语序 | Ga zx )ln(l u) | 十 | | 
!! 
= 多 四 3 1 一 让 
= Te | ep (11. 70) 
由 本 函数 的 对 数 微 商 , 即 双 械 函数 下 ,有 
LE 
更 (y 十 1) =- | 和 dute, 
1] 一 天 
则 
1 
| 和 = PE (11.71) 
0 
代入 (11. 70) 式 ,得 
qd “ 
Try [lnz 十 更 (1) 一 更 (x 十 1)]. (11.72) 


Ti Ts 
按 (11. 61) 式 , f(x) 二 lnz 的 a 阶 导 数 为 
dnr)_d | Qnzt(1) 一 (nat1)) | 


dz dx”" FPC2z 一 wx 十 1) 
一 一 二 《jz 一 感人 1 一 11. 73) 
rl, ( 
利用 公式 
W(1+z)= 王 (z) 十 二 (11. 74) 
和 
r(1—a)=L®, 
1]—& 


并 在 (11.74) 式 中 取 x 二 1 一 a, 得 到 
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和 (2 一 0) 一 和 (1 一 @) 十 一 ， 
Qa 


则 (11. 73) 成 为 
d(lng) Zz “(lO— 1 
dx” T(a) Ls 
(11.75) 式 就 是 lnz 的 a 阶 导数 表达 式 ， 当 a 二 1 时 ,(11.75) 式 成 为 


d(lnzx) x “(1l—a) wl 1 
i pen] Mere a a Cr 


这 就 是 通常 用 到 的 对 数 函 数 的 一 阶 导 数 . 


于 | nz (2—a)1 ry | CL. 7 
Qa 


$ 11.4 ”分数 阶 导数 的 傅 里 叶 和 拉 普 拉 斯 变换 


由 于 近年 来 很 多 物理 问题 均 要 用 到 分 数 阶 导 数 的 微分 方程 ,为 此 我 们 将 把 
整数 阶 导 数 的 傅 里 叶 和 拉 普 拉 斯 变换 推广 到 分 数 阶 导数 上 去 . 
通常 函数 f(z) 或 f(z) 的 傅 里 叶 变 换 定义 为 


EEFY = 到 | fos 到 (11.76) 
(11.76) 式 是 物理 空间 x 和 波 数 & 空 间 互 换 . 拉 普 拉 斯 变换 定义 为 


= | roc- 本 (11.77) 


(11.77) 式 是 时 间 0 5 


阶 (整数 ) 导 数 5 子 或 5 变换 为 

d 了 de# i 
F($4)= 人 dr = ys (11.78) 

其 中 F(k) 是 f 的 全 里 叶 变 换 . 当 n 由 整数 推广 到 分 数 a 时 ,最 常用 的 公式 是 
F (TL)=— Il exp(iCsignk) GF) FO) (Qa dy, (ll79) 

其 中 8 是 偏 斜 度 参数 .对称 时 常 取 8=1, 则 (11.79) 式 化 为 

Ri /= 一 |&|“FCR)， (11. 80) 

dx® 


n 阶 导 数 的 拉 普 拉 斯 变换 常 有 两 种 表达 式 : 
d"f dr 
a | di 


= "LL(f) = 1 FCQY = 2 广 (0) i a (0) 
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一 SLCF) 一 Ss fw (0) (11. 81) 
和 
i “LCA so 7 (0) 了 s (0) 人 s™1f(0) 
dr” 
= sh 0, (11. 82) 
(11. 81) 式 右 端 前 几 项 含有 低 阶 导数 的 初 值 f4(0), 了 (0), 了 (0), 因 而 物理 意义 
将 (11. 81), (11. 82) 式 的 推广 到 分 数 a 时 也 有 两 种 表达 式 : 
L(A)= yL(F = eh nt Nn] 
pe (11. 83) 
L()= sLOD— Dfn0), n—l<a<n. 
特别 地 , 当 0 二 a 过 1( 即 n==1) 时 ,(11. 83) 的 两 个 表达 式 分 别 为 
: re (11. 84) 
Be LA s°1 f(0) 
和 和 
(11. 85) 


def 
LS ) Ls f'n (0). 


(11. 84) 式 只 要 知道 f 的 初 值 1(0) ,而 (11. 85) 式 则 要 知道 f“， 阶 导数 的 初 值 . 
我 们 利用 这 些 结 果 , 举 三 个 例子 . 
第 一 个 例子 . 考虑 分 数 阶 福 克 - 普 朗 克 方程 (11. 3) 式 . 对 其 两 边 做 传 里 叶 变 
换 并 利用 (11. 80) 式 ,得 到 


92k|kl|'G. (11. 86) 
ot 
(11. 86) 式 就 是 (11. 5) 式 . (11. 86) 式 是 B 的 常 微分 方程 ,其 解 为 
B=e ltl", (11. 87) 


即 (11. 6) 式 . 
第 二 个 例子 . 考虑 方程 组 


df_, 
3 
(11. 88) 
dzf 
| = 
dt 7 |,-o 


对 于 (11. 88) 式 两 边 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 
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1 


1 4 
szL(f) | = (11. 89) 
其 中 LL(e )= 一 . 由 (11. 89) 式 ,得 
LON—1=—— 
| 
叶 L( 有 = 一 十 1 一 一 ， 
因此 
LC 站 = 二 1 (11. 90) 
对 (11. 90) 的 右 端 作 闭 变 换 , 就 得 到 
j 全 二 )= Ei (1), C1 LD 
其 中 E; (7) 为 单 参数 米 塔 - 列 夫 勒 函数 ,将 在 下 节 详 细 介 绍 . 
第 三 个 例子 . 在 异常 扩散 中 常用 到 如 下 方程 
oD , 
on™— Alk|®, 0<B=1. (11. 92) 
把 上 式 两 边 做 拉 普 拉 斯 变换 ,有 
SL (DB)—s G0)=—A|k|L (GD), 
因此 
BO) _ 1 二 而 
L(®) 一 31El Tm i 之 (一 AD 


对 上 面 级 数 中 每 一 项 求 着 变换 并 用 结果 工 (二 ) 一 *… ,得 到 


1 二 ar 有 i 有 ar 有 2 
DB(1) 之 TB 1 lk)" = Ea AR), (11. 93) 


其 中 EE 也 是 米 塔 - 列 夫 勒 函数 ， 当 8 二 1 时 ,E = 一 e “1*1"', 就 是 (11.87) 式 的 


结 


$ 11.5 和 分 数 阶 导数 有 关 的 几 个 新 的 函数 


一 节 我 们 要 介绍 几 个 和 分 数 阶 导数 有 关 的 特殊 函数 . 
(1) 米 塔 - 列 夫 勒 函数 . 
将 指数 函数 (11. 48) 推 广 到 含有 非 整 数 阶 的 a, 有 
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$ 11.5 和 分 数 阶 导 数 有 关 的 几 个 新 的 函数 
(11, 94) 


oo 


E, (wy p> FR 1 (a > 0). 


k=0 


显然 , 当 a 王 1 时 (zxz) 二 =e. 这 个 函数 就 称 为 单 参数 的 米 塔 - 列 夫 勒 函数 ,简称 


M-L 函数 ， 上 节 (11. 91) 式 得 到 的 


El (z) 一 er erfc( 一 z)， 


co 


2 二 
erfc(x) = 二 |。 * dp 


TY 


其 中 


是 误差 函数 

为 了 说 明 米 塔 - 列 夫 勒 函数 的 意义 ,我 们 将 指数 函数 e。“ , 寡 函 数 1 和 取 
a 二 0.6 的 米 塔 - 列 夫 勒 函 数 画 在 图 11.3 上 . 从 图 上 看 出 ,在 1 一 0 时 ,E, 接 近 于 
指数 函数 ,而 当 1 一 oo 时 ,EE, 接近 于 寡 函 数 . 对 许多 复杂 的 物理 现象 ,指数 衰减 


是 暂 态 过 程 ,而 经 过 很 长 时 间 以 后 ,就 接近 于 前 面 论述 过 的 长 程 相关 的 慢 弛 豫 


0 


-4 -2 
自 变量 的 对 数 


图 11.3 米 塔 - 列 夫 勒 函 数 和 指数 函数 e ”以 及 宕 函数 上 "的 比较 


在 (11. 94) 式 中 令 x==#, 米 塔 - 列 夫 勒 函数 也 可 以 表示 为 
l 岂 


ED = 2 Tak + 1)° 


k=0 


米 塔 - 列 夫 勒 函数 在 分 数 阶 微 积分 中 的 重要 性 就 相当 于 指数 函数 在 整数 阶 
微 积 分 中 的 重要 性 . 
有 时 还 会 用 到 两 个 参数 的 米 塔 - 列 夫 款 函数 
y (11. 95) 


k 
二 一 这 Qs 0). 
Batry = 2 i 


k=0 
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显然 它 在 8 二 1 时 就 是 单 参数 米 塔 - es 94) 式 ,例如 


pT 11, 96 
> FTI 一 +k! : : 


下 面 列 出 几 个 米 增 - 列 夫 坦 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 结果 ， 


a 一 1 


Ei i 《天 = 


oN 
LOR (r= 


L(t EC 一 Me 一 (C11: 977 


十 )” 
a 一 有 


$ 
LO 1E,s(—At))=———. 
8 更 十 藉 


(2) 广义 指数 函数 . 
广义 指数 函数 的 定义 见 (11. 51) 式 . 广义 指数 函数 有 什么 特点 呢 ? 大 家 知 


道 对 数 函 数 的 相对 变化 率 为 常数 ， 
d(e”) 
dt Xe 一 )， (11. 98) 
全 本 


但 是 对 于 广义 指数 函数 e , 它 的 相对 变 率 却 不 是 这 样 
现在 求 广义 指数 函数 e” 的 一 阶 导 数 : 
dc) - 六 于 dCzt-) 


dz 4 和 (十 1 一 zz dt 
二 CAE Ye 
= (AN) 
A 2 FFI a 
一 Me ， (11. 99) 


而 对 Xe 求 (a 一 1) 阶 导数 ,得 到 
a-l A a -1 
d (Ae ) d ( 人 Wex ) ) 


dze dr \ dt 
Es 全 (je)= 11; 100) 


Aetlytt at+1) 
a Tl 


(CM atl 
J 1 =@ 生 3 


= 六 (11; 101) 


$11.5 和 分 数 阶 导 数 有 关 的 几 个 新 的 函数 


利用 (11. 32) 式 ,(11. 100) 式 为 
外 是 汪 洒 和 二 


将 (11. 102) 式 两 边 对 + 求 一 次 导数 ,得 
d(es 1) dex ) ha 


dt dt PCL—ajCED 
由 (11. 99) 式 , (11. 103) 式 中 的 
de ) i, 
di 一 六 8 ， 
这 样 求 得 广义 指数 函数 的 相对 变化 率 为 
d(e”) 
二 es 
e T(1—a) (At) "tle 
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(11. 102) 


(11. 103) 


(11. 104) 


(11: 105) 


将 (11. 98) 和 (11. 105) 式 比较 看 出 ,对 广义 指数 函数 ,相对 变化 率 不 是 常数 ,而 是 
多 出 一 项 . 该 项 随 1 增加 而 减 小 , 且 当 t->0 时 ,该 项 趋向 无 穷 大 . 和 常数 的 分 数 


阶 导数 (11. 32) 式 类 似 , 式 中 多 出 的 是 一 个 上 的 负 宕 次 方 的 寡 函 数 . 


(11. 106) 


(3) 广义 三 角 函 数 . 
有 了 广义 指数 函数 (11. 99) ,我 们 就 可 以 定义 广义 三 角 函 数 . 广义 余弦 函 
数 为 
cos. 一斑 ( 电 十 or， 
广义 正弦 函数 为 


。 1 i i 
sinut 一 元 (e: 一 ee )， 


2i 
其 中 e 满足 欧 拉关系 的 推广 , 即 

@" = cos,t tisin,t. 
将 (11.99) 式 的 级 数 表达 式 代 入 (11. 106),(11. 107) 式 ,得 到 


i 1 cos (R— oa) 
2 


dn Er 


k=0 


让 “sin (k — a)nx 


.区 2 
sint 一 2 FETFI 


其 中 利用 了 网 拉关系 


e" =cos0tising. 


(11. 107) 


(11. 108) 


(11. 109) 


(11. 110) 


C11 1 


图 11.4 是 cost 的 图 像 . 图 11.4(a) 取 a 二 0,a 二 0.1 和 ax 一 0.5, 图 11.4(b) 取 
a 二 0,a 二 1.1 和 a 二 1.5. 从 图 11.4 看 出 ,广义 cos,t 函数 图 像 和 通常 的 余弦 
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cosot 函数 图 像 差 别 仅仅 在 原点 附近 , 而且 当 vc 为 非 整 数 时 , 若 上 一 0 则 


COSut 一 ~ Co ， 


时 间 
(b) 


图 11.4 cosot 图 
(a) a=0,a=0,1,a=0,5;(b) a=0,a=1.1 和 a=1.5 


图 11.5 是 广义 sinst 的 图 像 .图 11.5(a) 取 a 二 0,0.1 和 0.5, 图 11.5(b) 取 
a 二 0,a 二 1.1 和 a 二 1.5. 从 图 11.5 看 出 ,和 普通 的 sinvt 二 sint 的 差别 主要 还 是 
在 原点 附近 . 同样 ,对 非 整 数 &, 当 1->0 时 sin,t1 一 oo. 

对 cosst 求 一 阶 导数 ,得 到 


Cs (k— a)t s (RK— oan 
-> TiRF1Io 2 


邻 k 二 kk 十 1, 则 


d(cosst) 3 a 《十 1 一 ax)x 
dt LRC 十 1 一 ao) 2 


§ 11.5 和 分 数 阶 导数 有 关 的 几 个 新 的 函数 


时 间 
(b) 


11.5 sin 
(a) a 一 0,0. 1,0. 5;(b) a=0,a=1.1,a=1.5 


将 二 一 1 从 上 面 级 数 中 分 离 ,并 利用 三 角 人 恒等式 


(k+l—or_ in (k’ —a) x 
COS 一 2 2 9 
得 到 
GOs 
d(cosst)  _. 2 
Me 
类 似 地 ， 
d(sint) QO (kt . (koo)n 
di 一 2 TR 1 2 
= 3 .et 
T(k— a) 2 


k=0 


同 ; 今 二 十 1 ,得 到 
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(11. 112) 
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d(sint) _ DD Ce nh Bs 
dt :Tk 十 1 一 c) 2 
将 下 二 一 1 从 级 数 中 分 离 ,并 利用 三 角 恒 等 式 
一 a 
sin 2 COS 7 9 
得 到 
an 
dlsint) sm3 
gr COst TO (11. 113) 


从 (11. 112) 和 (11. 113) 式 看 出 ,和 普通 的 三 角 函 数 相 比 ,广义 三 角 郴 数 多 出 了 : 
的 负 寡 次 项 . 这 项 反映 了 记忆 性 ,只 有 当 1 一 oo 时 才 趋 于 零 , 即 


. d(cost) dl(cost) 
lim 一 一 


— sint 9 


= dt dt (11. 114) 
全 d(sin,t) _d(sint) __ op 
mm dz Td : 
(4) 广义 双 曲 函数 . 
现在 将 一 般 双 曲 函 数 
圭一 人 
2 (11. 115) 
cosht— 方 (e' 十 e) 
扩展 到 广义 双 曲 函数 
We 3 L124 
sinhst = 记 (e é, ) 一 之 二 一 
_ 国 (11. 116) 
Re A _ 7 
cosh,t = pe, 十 é& ) 二 2 FR FI: 
在 (11.116) 式 中 e,' 的 定义 见 (11. 51) 式 ， en :的 定义 为 
ME {5 a 
” dz 二 NE | 
i (— I 
= 和 2 TCR 十 1 一 o) 
_ 《一 >》 好生 
一 下 (十 1 二 a) 
一 (一 1)"e， 一 ee . C11. 11%y 
利用 关系 
d | = ， 士 让 1 
i re S11 118) 
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就 可 导 得 广义 双 曲 函数 的 导数 
dlcosht) _. 1 (11. 119) 
i sinhst + Foy pT y 
d(Csinh.z) 全 (C11 120» 
dt 


从 (11.119),(11. 120) 式 看 出 ,只 有 广义 双 曲 余弦 限 数 的 导数 多 出 一 项 负 竹 项 ， 
而 广义 双 曲 正弦 的 导数 却 没 有 多 出 一 项 . 这 是 由 于 广义 余弦 函数 的 对 称 性 ,而 
双 曲 正弦 函数 只 有 反对 称 性 . 


$ 11.6 从 分 数 阶 导数 看 记忆 性 


我 们 从 一 阶 微分 方程 
/0 (11. 121) 


得 知 , 若 :一 0 时 y 一 % ,那么 它 就 有 了 唯一 的 解 y(t) ,该 解 仅 仅 由 :一 0 时 刻 的 状态 
决定 . 这 是 一 个 无 记忆 性 的 系统 . 但 是 如 果 我 们 把 (11. 121) 式 改 成 分 数 阶 导数 


=/00, 0<a<=1, (11. 122) 
Ee 


那么 左边 积分 a 次 , 按 (11. 60) 式 就 得 到 


I Wl 
y(t)= ze Tt)” f(r dr 


Mea— nfonar, (11. 123) 


其 中 ,M(t 一 z) 称 为 记忆 性 函数 . (11. 123) 式 说 明 ,y 是 M 和 了 的 卷 积 ， 
y(t)=M(t) x* f(2). (11. 124) 


由 (11. 123) 式 ,对 于 tz 之 41, 有 


ty 


y(12) — yn) = i W010 志 il- cdi, 


(11. 125) 
将 第 一 个 积分 区 间 分 成 两 段 , 则 (11. 125) 式 变 成 


{ 


y(ts) — y(ti) = We 0 


T(a) 
{2 


el pve (11. 126) 
+ i mol fCr}dr 
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显然 当 a==1 时 ,(11. 126) 式 的 第 一 个 积分 为 零 , 则 


12 


y(ts)— y(ti) = | 7 dr. C11. 127» 


(11. 127) 式 说 明 , 若 知道 初 值 问题 (11. 127) 的 解 ya ) ,那么 就 可 以 仅仅 由 y(4) 
和 函数 f( 力 来 决定 y(ts) ,而 不 需要 y(O 在 时 刻 志 之 前 的 任何 信息 . 因而 ,这 是 
一 个 无 记忆 性 系统 . 
完全 无 记忆 性 的 一 个 情况 是 记忆 性 函数 是 6 函数 , 即 
M(t—7)=6(t—7). (11. 128) 
此 时 由 (11. 123) 式 ,得 


t 


yD) = a — Df dr = Fn， (11. 129) 


(11. 129) 式 说 明 ,t 时 刻 的 状态 y (四 完全 由 函数 在 1 时 刻 的 值 f(z) 决 定 . 但 是 若 
将 记忆 性 函数 改 为 


ES 0 Es 
wo -1 (11.130) 
0， Ts 
且 M 满足 归 一 化 条 件 
|wcodr=1， (11. 131) 
由 (11. 123) 式 ,得 
yy = 二 | rodr (11. 132) 
0 


(11. 133) 式 说 明 y(z) 完 全 由 0 时 刻 到 上 时刻 的 连续 状态 决定 . 这 种 情况 称 为 完 
全 有 记忆 性 . 
如 果 (11. 123) 式 的 记忆 性 函数 是 寡 函 数 


M(t—r) (Bs (11, 133) 


1 
FC) 
那么 从 (11. 126) 看 出 ,在 0 二 a 二 1 时 ,通常 (11. 126) 式 右 端的 第 一 个 积分 不 为 
零 , 当 我 们 计算 y(t; ) 时 ,必须 考虑 y 从 1 二 0 直到 :一心 的 整个 历史 ,因此 我 们 
常 说 分 数 维 的 重要 特征 之 一 是 有 记忆 性 . 


$ 11.7 分 数 阶 微分 方程 


含有 分 数 阶 导 数 的 微分 方程 常 出 现在 许多 物理 问题 中 ,求解 它们 的 方法 主 
要 是 8 11.4 中 介绍 的 傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 ,还 有 震级 数 展开 法 .下面 我 


311.7 分 数 阶 微分 方程 


们 举例 说 明 . 
第 一 个 例子 . 考虑 方程 组 
ED pe, 
三 
dzf 
1 = 人 
dj|i=o 


对 方程 组 (11. 134) 做 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 


1 :WE 
LNT | +aL(f)=0,， 
上 2? f=0 


所 以 
L(f)=——. 
7 sz 二 a 
南 于 于 的 逆 变 换 按 (11. 97) 式 为 
2 a 
C 1 
= = 3 1 1 一 
长 于 m ct ?Ei a ), 


所 以 方程 (11. 134) 的 解 为 
f(D)=et ?E44(—af), 
其 中 E; ;是 两 参数 米 塔 - 列 夫 勒 函 数 (11. 95) 式 . 
第 二 个 例子 . 考虑 分 数 阶 福 克 - 普 朗 克 方程 
8 太一 3 办 
ai Baze” 
其 中 p 是 概率 密度 函数 , 详 见 第 五 章 . 
对 (11. 138) 式 中 的 xz 做 傅 里 叶 变 换 ,得 


dB (kL) 


dz — |k|‘B(k,t), 
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(11. 134) 


(11. 135) 


(11. 136) 


(11.137) 


(11. 138) 


(11; 139) 


其 中 6 是 特征 函数 ,是 p 的 傅 里 叶 变换 .(11.139) 式 是 分 数 阶 常 微分 方程 ,对 


(11. 139) 式 做 拉 普 拉 斯 变换 ,并 利用 (11. 84) 式 ,得 


si1. ( 押 ) 十 s% -1G(0) 一 一 | |L(CG)， 


其 中 B(0) 是 初始 时 刻 的 @ 值 . 
由 (11.140) 式 , 解 出 
sf 1B(0) ! 


= DO Ss 
L(D) 9 5 十 |&|* Ta 区 


= St |& | "st. 
n=0 


(11. 140) 


(11.141) 
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对 (11. 141) 式 级 数 中 的 每 一 项 做 逆 变 换 , 并 注意 


一 


Le (11. 142) 
得 到 
BH = RR | 有 | “ze)* 
= Et— ||), (11. 143) 
其 中 Es 是 米 塔 - 列 夫 勒 函数 , 见 (11. 93) 式 . 当 B 二 1 时 
Bt)=E(— |k|")=e I*l", (11. 144) 


见 (11. 87) 式 . 因此 求解 (11. 138) 方 程 要 先 做 傅 里 叶 变 换 , 再 做 拉 普 拉 斯 变换 ， 
然后 再 做 逆 变 换 . 
第 三 个 例子 . 考虑 分 数 阶 常 微 分 方程 


de (1) 
= 5 
| i (11. 145) 
交 (0) 三 私 
我 们 假设 Fi) 可 展 成 寡 级 数 (泰勒 级 数 ) 
加 So fF C0) ， 
f(z) = 2 i (11. 146) 


由 (11. 67) 式 知 ,x* 的 a 阶 导 数 是 x*“. 为 了 与 级 数 (11. 146) 中 的 ww 相配 合 ,我 
们 也 设 x(t) 是 一 个 究 级 数 


x = Ya. (11. 147) 
n=0 


将 (11.146) 和 (11. 147) 式 代入 (11. 145) 式 ,得 到 
ce bs (n) 
ia (Tinto). 一 DE C02 。 


一 .148) 
二 ”T(Gz 十 1) 全 nl ee 
比较 (11. 148) 式 等 号 两 边 系 数 , 得 
FC0) 
4 二 一 一 一 一 一 ~， . 149) 
Tn es 
所 以 , 解 (11. 147) 式 为 
Fw 0) 
了 下 一 名 3 : = (11. 150) 


6 i 
该 解 满足 (11. 145) 式 的 初 条 件 zx(0) 三 0. 
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$ 11.8 分 数 阶 积分 和 导数 的 标 度 不 变性 


我 们 知道 , 备 函 数 具 有 标 度 不 变性 . 即 
AE SN CD. C11, 151) 
下 面 我 们 说 明 ,分 数 阶 积分 和 分 数 阶 导数 也 具有 这 条 性 质 
按照 分 数 a 阶 积分 表达 式 (11. 60) ,有 


cd fo 二 
FRR Te jj (2Z—%)” fA dz 
四 起 | se 
~ TCa) | 但 A “~ fQz ) 


全 
i 
芒 -| A Qt — 2)"! fOr) dz) 


从 


和 | — Az)”! fAz)d(Az) 


i d- dfOD 
d(At) 


(11. 152) 式 说 明 f(A42) 对 的 a 阶 积分 是 (ht) 对 G4) 的 a 阶 积分 的 +“ 倍 ,因而 
分 数 阶 积分 具有 标 度 不 变性 . 
我 们 知道 两 个 函数 f(t) 和 gb 乘积 的 分 数 阶 导 数 , 按 莱 布 尼 茨 规则 有 


(C11. 152) 


a ©9 a—k k 
df (Dg) _ (): gdf (11. 153) 
dz k/ dt dt 
若 在 (11.153) 式 中 取 g(b 三 如 , 则 (11. 153) 式 变 成 
df (1) /a th d*f 
= a 11. 154) 
dz 网 | 4 


(]1.154) 式 正 是 Fo 的 v 阶 导数 的 表达 式 (11. 61) 式 . 将 (11.154) 式 中 的 f(2) 
换 成 FCAz) ,得 

De d*f (At) 

ET dz* 


ai a ) 于 7 ) 
加 辣 


| A 
T(kT1—a) dt)” 


一 


i 
Sg 
~ 只 


ef QD (11. 155) 
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(11.155) 式 说 明 f(D 对 1 的 a 阶 导数 等 于 GD) 对 G20) 的 a 阶 导 数 的 A" 倍 , 因 
而 分 数 阶 导数 也 具有 标 度 不 变性 . 


小 结 


分 数 阶 征 积 分 来 源 于 多 斥 度 系统 , 像 异 常 扩散 、 天 气 和 气候 的 关系 、 黏 弹性 
介质 等 . 黎 曼 - 刘 维 尔 分 数 阶 导数 定义 可 以 从 整数 阶 导 数 导 出 ,从 物理 上 讲 , 物 
理 量 随时 间 的 一 阶 导 数 为 零 表 示 该 物理 量 是 守恒 的 . 但 是 在 多 尺度 系统 中 , 硅 
物理 量 的 a 阶 (0 二 a<=1) 导 数 为 零 ,那么 该 物理 量 ccx“. 它 反映 出 该 物理 量 的 


d 
长 期 记忆 性 ,2 就 是 一 个 长 期 记忆 的 宕 函数 ， 微 分 方程 十 一 70) 是 无 记忆 性 系 


统 ,而 微分 方程 SY 一/(1) 却 是 有 记忆 性 的 系统 


第 十 二 章 ”分 数 阶 动力 学 


上 章 我 们 谈 到 物理 学 中 分 数 阶 导 数 的 来 源 , 在 异常 扩散 .天 气 和 和 气候、 黏 弹 
性 介质 中 均 要 用 到 分 数 阶 导数 , 它 改变 了 物理 学 中 一 些 传 统 的 认识 . 为 了 探讨 
和 分 形 有 关 的 多 尺度 物理 现象 ,我 们 不 能 采用 传统 的 常 微分 或 偏 微 分 方程 模型 
来 描述 事物 的 演化 . 虽然 传统 的 模型 对 描述 分 形 系 统 中 个 别 质点 还 是 有 效 的 ,但 
是 对 于 大 斥 度 现象 的 涌现 ,如 相 变 、 地震、 异常 扩散 . 汕 流 等 的 刻画 必须 借助 于 分 
数 阶 导 数 的 模型 . 


$ 12. 1 满 流速 度 场 的 分 数 阶 导数 


8 2.6 中 介绍 过 ,1926 年 里 查 孙 建议 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 


w(t) = 》' 工 [1 一 cos(boi)] (12.1) 
a 


来 描述 大 气 湛 流 速度 场 ,其 中 56>a 二 1. (2. 48) 式 说 明 w(z) 遵守 下 列 标 度 关系 : 
w(bt) =aw(t). (12, 2) 
(12.2) 式 就 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 重 正 化 群 关系 . 


我 们 曾 在 第 八 章 说 明 ,清流 的 功率 谱 指数 一 子 , 标 度 指数 五 = 王 , 而 且 在 
第 五 章 说 明 ,布朗 运动 微 商 a 一 二 次 就 得 到 满 流 信号 ,如 果 用 (12. 1) 式 作为 速度 


场 ,速度 场 的 分 数 阶 导数 和 积分 、 速 度 场 的 维 数 会 如 何 变 化 呢 ? 
由 (2.47) 式 ,w(1) 还 可 以 写成 


wt) = 3) ramill— cos(b")]. (12. 3) 
由 于 在 平面 上 消 流 速度 场 的 维 数 D==2 一 = 总 ,所 以 (12.1),(12.3) 式 相 比 
绞 , 得 
= (=D 
wi (12. 4) 
b>a. 


按照 黎 曼 - 刘 维 尔 分 数 阶 积分 的 定义 (11.60) 式 ,对 (12.3) 式 积分 we 次 的 表达 
式 为 
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d “vw 1 | vw(zZ) 


A 有 12.5 
dr TOJ Ca 4 
对 (12. 3) 式 微分 a 次 的 表达 式 按 (11. 61) 式 为 
dw _ 1 d | vw( ZZ) 
dz (l=e) di Cr 人 


一 co 


从 第 五 章 知 ,随机 变量 积分 a 次 和 微分 a 次 的 功率 谱 指 数 8 将 分 别 上 升 为 8 十 2c 
和 下 降 为 8 一 2a， 对 于 沸 流 ,功率 指数 8 和 维 数 DD 的 关系 为 
B==2H 二 1==2(2 一 D) 十 1==5 一 2D. CT RY 
由 (12.7) 式 看 出 ,8 和 DD 成 正比 ,但 符号 相反 , 即 8 上 升 (积分 ) 则 D 下 降 ,8 下 降 
(微分 ) 则 D 上 升 . 
经 过 分 析 ,(12. 5) 式 和 (12. 6) 式 分 别 为 


二 十 ee 
Te 多 jamtl— cos(b)], (12. 8) 
dw 过 1 . 是 
于 2 pa Ll costb")]. (12.9) 
(12.8) 式 和 (12.9) 式 说 明 ,w 积分 a 次 , 维 数 
D—>D—a, (12. 10) 
而 记 微分 a 次 , 维 数 
D—>D+a. Ch 


积分 是 一 个 平滑 过 程 , 它 减 小 了 速度 场 的 不 规则 性 ,因而 分 数 维 数 减 小 ;微分 是 
增加 速度 场 的 不 规则 性 , 故 分 数 维 增加 . 

虽然 双 是 二 维 平 面 上 的 分 数 维 曲 线 ,1 去 忆 过 2, 但 是 对 讨论 三 维 空间 中 的 汕 
流 还 是 有 意义 的 . 

这 里 给 我 们 的 启发 是 : 

(1) 处 处 不 可 微 的 函数 却 满足 自 相 似 的 标 度 律 ; 

(2) 处 处 不 可 微 的 分 形 函 数 的 分 数 阶 导数 是 另 一 个 分 形 函 数 ,因而 采用 分 
形 函 数 及 其 分 数 阶 导 数 的 动力 学 模型 是 有 希望 的 . 


$ 12.2 分 数 维 布朗 运动 的 朗 之 万 方程 的 解 


在 $ 5.4 中 ,我 们 将 分 数 维 布朗 运动 B,(7) 写 成 分 数 阶 朗 之 万 方程 
dB。 
(A (12. 12) 


其 中 是 白 噪声 .分 数 维 布朗 运动 可 以 看 成 是 es 的 a 阶 积分 ， 
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de _ 1 | e(z) 
悟 ,0 汶 二 rr de (12. 13) 
设 s(z) 的 傅 里 叶 变换 为 
十 ce 
s(t) 一 辫 |:De dF, (12. 14) 


那么 按 (12. 13) 式 ,el 四 的 a 阶 积分 就 是 分 数 维 布朗 运动 , 即 


so- 笠 - 去 | 六 ‘eC ferdf. (12. 15) 


由 (12.15) 式 ,可 以 计算 自 相 关 函 数 
R(r) = (B, (1)B, (z+ 7)) 


十 co “十 co 


= | [jee We fre free fi)e( 1a)) Jdfa di， 
因为 
(eC(fi)e(fs))=cd(f1—f2), 
所 以 
本 
RnD = 75 | ef-*afee ra. (12. 16) 


(12.16) 式 和 a 阶 差 分 方程 (9. 45) 式 的 自 相关 函数 (9. 52) 式 一 致 ,因此 分 数 阶 微 
分 方程 (12. 12) 的 解 就 是 (12. 8) 式 , 即 


十 co 


及 = > es dr Cl — costlrs)]. (12. 17) 


也 就 是 说 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 (12. 1) 是 可 以 看 成 是 白 噪 声 的 a 阶 分 数 阶 积分 . 
§ 12.3 等 时 降 速 的 轨迹 问题 


最 早 应 用 分 数 阶 积分 的 人 是 阿 贝尔 (Abel). 1823 年 ,他 研究 了 无 摩擦 情况 

一 个 金属 丝 在 第 一 象限 ,一 个 珠子 穿 在 。 ， 
金属 丝 上 ,在 重力 作用 下 ,从 高 度 及 下降 到 
原点 0, 若 下 降 的 时 间 上 和 开始 的 高 度 h 
无 关 , 问 这 个 金属 丝 的 形状 如 何 的 问题 , 见 
图 12. 1; 

由 于 能 量 守恒 ,动能 加 上 势能 是 党 
数 , 即 


0 
二 g(h 一 xz)， (12.18) 图 12.1 金属 丝 上 的 小 球 从 高 度 h 下 降 
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其 中 是 速度 . 男 外 ,速度 和 弧 长 * 的 关系 为 


i (12. 19) 
曲 C12, 18ys(12. 1) 息 ;得 

Vasth z=— | 十 ( 坚 ) ) 尝 (12. 20) 
将 (12. 20) 式 的 上 和 > 分 开 并 积分 ,得 到 


, (12, 21» 
人 
其 中 
dzr\ 
f(z)= Le 
或 
EVP-T. (C12 22> 
由 (12. 21) 式 ,得 
h 
22t = | KE 多, 区 3 
0 (hh) 


(12.23) 式 右 端正 是 黎 曼 - 刘 维尔 分 数 阶 积分 (a= 二) , 妈 


Bk 一 a (12. 24) 


因为 T (去 )=Vt,(12.24) 式 也 可 以 写成 
dz ( V2gt) 
dh 
由 于 V2gt 和 户 无 关 , 所 以 (12. 25) 式 左边 就 是 常数 的 分 数 阶 导数 ， 按 常数 的 分 
数 阶 导数 表达 式 (11. 32) ,得 
Vogt hah), 
rl 


=Vxf(h). (12. 25) 


故 求 得 


f(z) = 上 二 芭 (12. 26) 


NT ZF uy 


3 12.4 分 数 阶 摩擦 力 和 调和 振荡 


这 样 微分 方程 (12. 22) 式 即 为 


(12. 27) 式 是 一 个 整数 阶 微分 方程 , 它 的 参数 形式 的 解 是 
Z 一 4(9 十 sin0) ， 


z 一 Q(1 一 cosO) ， 


其 中 = 对 .因此 zx(z) 的 形状 是 一 个 旋 轮 线 (cycloid). 
nT 


$ 12.4 分 数 阶 摩擦 力 和 调和 振荡 


在 经 典 力学 中 ,通常 假设 摩擦 力 和 速度 成 正比 ,但 方向 相反 , 即 


dz 


太一 一 Au 一 一 上 de 
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(12,.27) 


(12, 


其 中 速度 v 是 位 置 z 的 一 阶 导数 ,k 是 摩擦 系数 . 根据 牛顿 第 二 定律 ,有 


容易 得 到 (12. 29) 式 的 解 为 
z(1) =zx(0)+ Ev(0) (1—e ™ 二 
显然 过 0),u(0) 是 初始 一 0 时 刻 的 位 置 和 速度 . 
将 (12. 30) 式 对 时 间 微 商 , 得 到 速度 


ge 


dt 


当 :一 co 时 速度 v>0, 这 意味 着 物体 在 摩擦 力作 用 下 停止 了 下 来 . 


现在 假设 摩擦 力 是 分 数 阶 摩 擦 力 , 即 (12. 28) 式 改 为 


i (Om dys 


此 时 牛顿 定律 (12. 29) 式 改 为 
jn 
dt’ dz 
其 中 的 量 纲 为 kg/s*“. 为 了 求解 (12. 33) 式 ,我 们 设 
XxX(l)=e”. 
按照 (11. 38) 式 ,将 (12. 34) 式 代入 (12. 33) 式 ,得 到 


ul af 
mw ev =—kwe”, 


即 


(12. 


(12. 


(12, 


(12, 


(12. 


(12. 


28) 


29) 


30) 


31) 


32) 


33) 


34) 
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ee (C12...35.) 
m 


(12. 35) 式 的 一 个 解 是 


= 
2—a 


wo 一 (一 D 证 | 二 (12. 36) 
m 
在 0 二 a 二 1 范围 内 ,(12. 35) 式 有 两 个 共 斩 复 根 , 即 
wi =p(cos 2 +isin | ， 
(192..37) 
和 元 a 元 
CU2 = (cos gm un tt 9 
其 中 
w=， (C12. 88) 
那么 方程 (12. 33) 的 解 为 
X(t)=cl 十 coe@”!' 十 cy@”'. C12..39) 


若 我 们 用 卡 普 托 的 分 数 阶 导数 定义 ,常数 c 的 分 数 阶 导数 为 零 ,那么 容易 验证 
(12. 39) 式 就 是 (12. 33) 式 的 解 . 
由 于 (12. 39) 式 有 三 个 常数 ,除了 初 条 件 z(0),v(0) 外 ,还 要 加 一 个 初 条 件 ， 


例如 六 (0) = 一 全 w(0) ,那么 解 (12. 39) 式 近似 到 二 阶 项 为 


工 上 


X(t)=7x(0)Tv(0)t— Fu OF. (12. 40) 
为 了 便于 比较 ,我们 将 (12. 30) 式 也 近似 到 二 阶 项 ,得 到 
wt) vt oN — Loto, (12. 41) 
2m 


从 (12. 40) 式 和 (12. 41) 式 比较 看 出 ,(12. 40) 式 当 a= 二 1 时 就 是 (12. 41) 式 的 结 
果 . 同时 , 当 wu-~>0 时 ,(12. 33) 式 变 成 


2 
一 一 Ar， (12. 42) 


m 


表示 调和 振荡 . 
引进 a 阶 分 数 阶 导 数 后 ,可 以 使 物理 问题 在 0 二 a 过 1 的 较 宽 范围 内 来 讨论 . 
在 整数 阶 牛顿 力学 中 ,(12. 42) 式 是 单 摆 振 荡 或 弹簧 振荡 的 基本 方程 . 芳 把 
(12. 42) 式 中 的 二 阶 导 数 改变 成 2a 阶 导 数 , 得 到 
十 和 x 一 0. (12. 43) 
这 就 成 为 分 数 阶 调和 振荡 的 基本 方程 . 
我 们 设 方程 (12. 43) 式 的 解 为 
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X(t)=e”,， (12. 44) 
将 其 代入 (12. 43) 式 ,得 到 


k 
we” 十 一 e 一 0， 
m 


即 


wz 十 生 一 0. (12. 45 ) 
m 


方程 (12.45) 在 去 <a 达 了 范围 内 有 两 个 共 罗 复 根 解 : 


1 
ws 一 | 大 | (cos 于 +isin 至 )， (12. 46) 
m 


2a 2a 

我 们 对 (12. 46) 式 分 几 种 情况 讨论 . 

(1) 当 a 二 1 时 , (12.46) 式 的 实 部 为 零 , 仅 有 虚 部 ,这 相当 于 整数 阶 导数 
(12. 42) 式 中 的 无 阻尼 调和 振荡 . 

(2) 当 a 过 1 时 ,(12. 46) 式 的 实 部 为 负 , 从 经 典 力 学 观点 看 ,(12. 44) 式 相当 
于 阻尼 振荡 . 

(3) 当 u>1 时 ,(12.46) 式 的 实 部 为 正 , 它 相当 于 负 阻 尼 或 激励 振荡 . 这 在 
经 典 力学 中 是 不 讨论 的 ,但 是 实际 中 存在 负 阻 尼 的 情况 . 

我 们 看 到 ,引入 分 数 a 阶 导 数 , 使 得 无 阻尼 问题 的 讨论 包括 了 无 阻尼 和 正 负 
阻尼 三 种 情况 . 


§ 12.5 分 数 阶 弛 了 殉 过 程 


下 列 方程 是 弛 瑰 方 程 : 


dx | x=0, (12. 47) 
dt 


其 中 弛 殊 频 率 4 决定 这 个 过 程 恢复 到 它 的 平衡 态 的 快慢 ,4 一 二 ,r+ 称 为 弛 丈 时 
间 . 方程 (12. 47) 的 解 是 
Xx(1)=zx(0)e *. (12. 48) 
若 (12. 48) 式 中 的 初 条 件 zx(0) 解 释 为 随机 过 程 的 事件 出 现 率 ,那么 方程 
(12.47) 也 可 解释 为 泊 松 随机 过 程 的 方程 , 见 (8. 151) 式 . 
对 于 分 数 阶 的 弛 瑰 过 程 , 要 将 方程 (12. 47) 式 改写 成 
SE HAz=0 (0<a<1), zx(0)=1. (12. 49) 
显然 a 二 1 时 ,(12. 49) 式 就 化 为 (12. 47) 式 . 


298 第 十 二 章 ”分 数 阶 动力 学 


为 了 求解 (12. 49) 式 ,我 们 对 其 做 拉 普 拉 斯 变换 . 按 (11. 84) 式 ,得 
sL(ixr)—s rw(0)+AL(r)=0;, (12. 50) 


由 (12. 50) 式 , 求 得 z 的 拉 普 拉 斯 变换 为 


= 


三 过 
Dn) i (12. 51) 
对 (12. 51) 式 做 逆 变 换 , 求 得 
r=E,(—At), (C12. D2) 


其 中 E, 是 单 参数 米 塔 - 列 夫 勒 函数 . 
图 12. 2 是 用 线性 坐标 和 对 数 华 标 在 4 一 1 时 ,对 于 a 一 子 , 志 ,六 ,1 绘 出 的 


rr 


人 


103 10: 10° 10 10: 
ig 


图 12.2 (12.52) 式 x 随 1 的 变化 
(a) 线性 坐标 ;(b) 对 数 坐 标 
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还 有 男 一 种 方法 来 描述 分 数 阶 弛 静 过 程 , 即 把 方程 (12. 49) 式 的 初 条 件 做 修 


改 , 考 虑 
SF Har=0 (0<a=1), 
dnzr 
1 | =: 
对 (12. 53) 式 做 拉 普 拉 斯 变换 , 按 (11. 85) 式 ,得 到 
m= 
(x) 一时 学 十 MLCz) 一 0. 
dt t=0 
由 (12. 55) 式 解 出 
二 可 
L(z) 一 二 二 1， 


再 对 (12. 26) 式 做 逆 拉 普 拉 斯 变换 , 按 (11. 97) 式 ,得 到 
工 一 如 1E,,,(—At’). 
图 12. 3 绘制 了 (12. 57) 式 在 =1 时 的 图 像 . 


x(D 


人: [0 10" 10' 10” 
1 


12.3 (12.57) 式 x 随 t 的 变化 
(a) 线性 坐标 ;(b) 对 数 坐 标 


(12..53)> 


(12. 54» 


(12, 55) 


(12. 56) 


(12. 573 
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从 图 12. 2 和 图 12. 3 比较 看 出 ,图 12. 3 的 特点 是 a 二 1 时 ,二 =~0 则 x 一 1, 但 
是 当 0 二 a 过 1 时 ,t>0 则 x 一 吕 , 男 外 0 二 a 过 1 时 ,zx 随 t 衰减 得 比 g= 二 1 时 慢 . 


$ 12.6 分 数 维 电 学 


1889 年 , 居 里 (Curie) 提 出 了 通过 电容 器 的 电流 的 经 验 定律 


re (12. 58) 
ht 


其 中 V(0) 是 初始 t=0 时 的 直流 电压 ,h 和 a 是 常数 , 且 0 二 a 二 1. 近 10 年 来 , 蘑 
些 问 题 中 ,(12. 58) 式 被 修改 为 


FEEe eg， (12. 59) 
di? 
其 中 全 全 是 分 数 阶 导数 ,c 是 电容 器 电容 . 输入 电压 V(z) 也 可 以 表示 成 电流 7 
的 分 数 阶 积 
v= (12.60) 
和 di ® 
类 似 地 ,电感 器 两 端的 电压 
_ 
VO =L Ts (12. 61) 


其 中 工 是 电感 器 的 电感 


8 12.7 分形 介质 的 流体 力学 方程 组 


在 流体 力学 中 我 们 通常 将 水 和 大 气 等 流体 作为 连续 介质 处 理 . 但 是 像 多 和 孔 
材料 .聚合 物 .胶体 聚合 体 等 介质 ,由 于 并 不 充满 整个 空间 ,所 以 不 能 看 成 是 连续 
介质 . 这 一 类 介质 称 为 分 形 介质 . 把 流体 看 做 连续 介质 的 流体 动力 学 方程 并 不 
能 志 放 用 守 分 素 刘 了 

从 第 一 章 知 道 ,由 于 质点 并 不 充满 空间 ,分数 维 质点 只 占 空 间 的 一 部 分 . 若 
原来 体积 元 .面积 元 以 及 线 元 分 别 为 dtV ,dsS,dL ,那么 分 数 维 的 介质 在 三 R 内 
的 球体 内 ,分 形 质点 所 占 体积 .面积 .线段 分 别 为 


dVp 王 CsdV， 
dS, 王 CdS， 2 62) 
dL,.=CidL, 


其 中 C; ,Ci,C, 是 相应 的 归 一 化 的 概率 密度 , 即 
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CO0 
一 
3 
~ 
4 


rl} 
wa 
2 ” ,xs 


a 


C1 = Fr 
而 D,d 和 a 是 分 数 维 . 若 密 度 po 为 常数 ,r<R 球 内 的 质量 可 以 写成 


M = |eaw 


V 


3 
a 
) 


C; = (12. 63) 


1 


D 


四 ey | 
rn (12. 64) 


若 用 球 坐标 


则 (12. 64) 式 变 成 


Jar. (12. 65) 


M=—— oR?. (12. 66) 


这 样 通过 分 数 维 的 积分 来 表示 质量 M, 分 形 介质 就 可 以 看 成 连续 介质 . 

下 面 讨论 几 个 连续 介质 的 流体 力学 概念 和 方程 ,看 看 它们 如 何 适 应 分 形 
介质 . 

(1) 全 导数 (或 物理 量 的 随 体 微 商 ). 

在 连续 介质 的 流体 力学 中 ,一 个 物理 量 A( 标 量 或 向 量 ) 的 随 体 微 商 , 即 全 导 
数 可 以 写成 


oA 2， (12. 67) 


dA _ 94 二 i 


rr vA= 


tu 


都 
六 
溢 
孚 
邓 
斗 
图 
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其 中 作 3 代表 物理 量 的 局 地 (固定 地 点 ) 变 化 ,v ， VA 代表 固定 时 刻 的 迁移 变化 ， 
et 算 子 ， 


St (12. 68) 


v(u,v,w) 是 速度 场 . 
对 于 分 形 介质 ,物理量 A 的 全 导数 定义 为 


d aA 

A -| 3avo + [av, dg (12. 69) 
其 中 Vo 是 分 型 介质 中 质 点 所 占 体积 ,SJ 是 Vo 的 边界 ， v, 是 v 在 边界 法 向 的 投 
影 . (12. 69) 式 右 端 第 二 项 利用 (12. 62) 式 ,有 


|Avds, 三 |C:Av,ds, 


3 


再 利用 连续 介质 高 斯 定理 ,得 到 


|caods=|v， (C, Av)dV. (12. 70) 
S V 
利用 (12. 62) 式 ,(12. 69) 式 右 端的 第 二 项 
pe ,= | CE Myy dW (12.71) 
Vp 
这 样 (12. 69) 式 左右 两 边 全 部 为 分 数 维 体积 Vo 的 积分 
d i 
§ |Advo . | | 车 + 让 (CsAv) Javs. (12. 72) 
Vp Vp 
在 (12. 72) 式 中 ， 
Vv «(CAr)—A Set+A 人 和 
+Guw + Cw BO 中 (1%, 98) 
因此 我 们 用 符号 
过 9 一 ,9 ‘ 他 
( 示 ) a 中 0 (12.74) 
和 
Di YC yy 12 75) 
1VDY GC, 2 人 


分 别 表示 分 形 介质 的 全 导数 和 广义 的 散 度 ,其 中 C= 局, 此 时 (12.72) 式 变 成 


4avo = |[ 吕 十 尼 :(« ‘+ 和 中 ' 半 +， ADivov |av, 


"yy D 
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|[(&), + ADivor |dVo. C12. 76) 


(12.74) 和 (12.76) 分 别 是 分 形 介质 全 导数 的 微分 形式 和 积分 形式 . 特别 地 , 当 
D=3,d=2 时 ,由 (12.63) 式 0; 二 1,C; 二 1, 因 而 C==1, 那 么 (12.74) 式 就 化 为 连 
续 介 质 的 全 导数 公式 , 且 广 义 散 度 Divpv 就 化 为 连续 介质 普通 散 度 V 。v. 
(2) 分 形 介质 的 质量 守恒 定律 . 
我 们 把 (12. 76) 式 中 的 A 用 密度 o 代替 , 则 有 


loa = | [ (i)p tn lev (12.77) 


若 (12. 77) 式 左边 为 零 , 就 表示 质量 守恒 , 由 全 | odyo 一 0 导 得 


Vp 


| [(§) p+ Divor Javo =0 (12. 78) 


Vp 


rome (12.79) 


(12.78) 和 (12.79) 式 就 是 分 形 介质 质量 守恒 定律 的 积分 形式 和 微分 形式 . 若 
D=3,d= tn ee 质 的 质量 守恒 定律 和 连续 性 
方程 . 
(3) 分 形 介质 的 动量 守恒 方程 . 
分 形 介质 动量 守恒 方程 类 似 于 质量 守恒 方程 ,也 是 由 分 形 积 分 导出 的 ,可 以 
写 为 
d 


(于 一 站 -可 (12. 80) 
t D pe 


显然 当 品 ==3,d 二 2 时 ,(12. 80) 式 就 化 为 流体 力学 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 . 
$ 12.8 异常 扩散 方程 


虽然 我 们 在 前 面 多 次 提 到 各 种 异常 扩散 ,但 是 本 节 将 系统 地 从 热力 学 和 动 
力学 的 观点 导出 异常 扩散 方程 . 
从 第 一 章 知道 ,位 移 扩 散 方 差 (x?*) 和 时 间 上 的 关系 为 
(zx) cr, (12. 81) 
二 ] 时 为 布朗 运动 的 正常 扩散 ,而 当 o>1 和 o 二 1 时 分 别称 为 超 扩散 和 亚 扩 
散 , 它 们 在 分 形 介质 .多孔 介质 .固体 表面 增长 薄 液 体 膜 散 开 等 物理 问题 中 都 会 
遇 到 . 
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研究 异常 扩散 通常 有 两 种 方法 :一 种 是 非 平衡 热力 学 方法 , 另 一 种 是 动力 学 


方法 . 


在 平衡 热力 学 中 , 炉 (2 通常 用 连续 概率 密度 分 布 函数 来 定义 : 


5 =—&k| pz Dlnp(z,D) dz, 
其 中 为 玻 尔 兹 曼 常 数 . 那么 p 的 连续 方程 可 表示 为 


9p__u., 

ot Va 
其 中 J 为 扩散 通 量 , 通 常 表示 为 

I=17 
/ 是 传输 系数 ,通常 设 为 

kK 

/= (Ep， 


K 是 扩散 系数 . 用 (12. 82) 式 求 得 


Os | 1 
A 二 可 (一 = 
5 ( k (Inp+ 1)dz) k p. 


将 (12. 86),(12. 85) 式 代入 (12. 84) 式 ,得 到 


V 


J=2P(—& vp)=—Kvp. 


将 (12. 87) 式 代 人 (12. 83) 式 , 导 得 p 的 扩散 方程 
op ,op 
Er 
(12. 88) 式 就 是 布朗 运动 扩散 方程 . 


对 于 非 平衡 热力 学 ,(12. 82) 式 的 业 对 于 离散 的 状态 集 要 改 为 
kk Pe 1 
Be 二 1 oP! p;"! ). 
这 种 广义 的 炉 当 gq 一 1 时 有 


oe pl 说) 
lims, limk 2 l=g 
ee 一 prlnp, 
nk 一 1 
=— > bilnp,. 


这 就 是 (12. 82) 式 ， 此 时 (12. 84) 式 的 J 为 


3 CD 


lkq 


J=lV 


= 9 一 1 
| 一 人 ws 


(12. 


(12: 


C12, 


(12, 


(12., 


《二 这 


G12 


Ks 


82) 


83) 


84) 


85) 


86) 


87) 


88) 


2. 89) 


90) 
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和 铬 将 (12. 85) 式 改 成 


1 一 大 ， (12. 91) 
那么 (12. 83) 式 就 可 写 为 
op_ kg 一 1 
二 一 一 和 YY (lV p:" 
ea 
Ka H(t) 
= 9 12; 92 
a 十 g 一 1 9x’ 人 


其 中 我 们 已 用 p 代替 p;. (12. 92) 式 是 用 非 平 衡 热 力学 导出 的 异常 扩散 的 扩散 
方程 ,也 称 多 孔 介 质 方程 式 中 参数 a 代表 异常 扩散 的 影响 , 即 动力 学 的 作用 . 
若 a 二 1 且 g 二 1, 则 (12. 92) 式 就 化 为 (12. 85) 式 . (12. 92) 式 的 参数 g 关 1 时 代表 
热力 学 的 贡献 . 

请 注意 ,(12. 92) 式 是 一 个 非 线 性 的 扩散 方程 ,虽然 它 不 涉及 分 数 阶 导数 ,但 
是 求解 仍然 是 困难 的 . 与 (5. 91) 式 类 似 , 我 们 对 方程 (12. 92) 做 标 度 变换 

r=A rz, tA lft, p=Ap, (12. 93) 

其 中 


fat+g’ 
则 方程 (12. 92) 变 成 


| 


a | kqg opr | 
A Bt va 十 g 一 1 az PE 
因此 对 p' ,zx ,t 方程 仍 有 形式 
pK (12. 94) 
af wa 十 q 一 1] ax? ” 
即 形式 不 变 . 由 (12. 93) 式 ,方程 (12. 92) 式 的 解 为 
prst)=A 2 力 ( “rz,A 1). (12. 95) 


今 4 二 t,(12. 95) 式 变 为 


9» 


BCTs y= rp (rt *.,1), (12. 96) 
此 时 扩散 方差 易 由 (12. 93) 式 的 
rz(A HE) =A x (12. 97) 
求 出 ， 因 为 标 度 方程 (12. 97) 的 解 为 
pe (12. 98) 
所 以 方差 
(zx?) 0c. (12. 99) 


和 (12. 81) 式 比较 ,有 


2 


"一 21 一 车 (12, 1003 
若 vc 十 go<2, 则 c>>1, 这 是 超 扩散 , 若 xc 十 q>2, 则 co 过 1, 这 是 亚 扩 散 . 
从 动力 学 上 考虑 , 常 把 (12. 88) 式 改 为 异常 扩散 方程 
> (12. 101) 
ot 人 2 


对 于 (12. 101) 式 ,我 们 已 经 在 第 五 章 讨论 过 . 
将 列 维 分 布 的 概率 密度 函数 p 的 标 度 律 
p(xst)=1 p(t x,1) (12. 102) 
和 (12. 96) 比较 看 出 ,现在 的 相当 于 列 维 分 布 的 一 ,所 以 非 线性 扩散 方程 
(12. 92) 式 等 价 于 分 数 阶 扩散 方程 


(12. 103) 


这 就 是 说 ,(12. 103) 式 中 的 二 相当 于 列 维 扩散 方程 (5. 85) 中 的 a。 按照 (12. 100) 
式 , 有 


上 上 直人 (12. 104) 
££ 

所 以 方程 (12. 103) 式 的 分 数 阶 扩散 方程 可 以 写成 
2 (12. 105) 
Ot Ox”" 


因此 从 热力 学 的 观点 也 可 以 导 得 列 维 分 布 的 扩散 方程 形式 (12. 103) 式 . 
当 g 二 0 时 ,(12. 105) 式 变 为 (12. 88) 式 


P=K ee (12. 106) 
(12. 106) 式 我 们 已 经 在 第 五 章 讨论 过 . 它 的 方差 为 (5. 69) 式 , 即 
(7r?) oc15, C12, 107) 
因此 我 们 只 要 将 (12. 106) 式 的 扩散 系数 K 改 为 
K(r)=r: 2， (12. 108) 
那么 方差 
《天 》6E 氏 (PE 一 天 一 2， (12. 109) 


(12. 109) 式 和 (12. 107) 式 是 等 价 的 ,这 是 因为 用 (12. 107) 式 代入 (12. 108) 式 右 
端 ,有 


右边 一 (天 》 二 ( 严 ) 旺 一 ( 产 ) 邱 2 和 一 (r2) 一 左边 . 
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小 结 


对 于 多 尺度 系统 ,许多 定律 均 要 修改 ,如 摩擦 力 一 k 党 要 修改 为 一 k 人， 电 
容器 两 端的 电流 .电感 器 两 端的 电压 分 别 修改 为 T= CS 和 了 = 上 他 ,统计 物 


理学 中 的 朗 之 万 方程 要 改 为 9 二 一 e, 弛 除 过 程 要 改写 成 9 十 xz 一 0 流体 力学 
的 动力 学 方程 要 修改 成 分 形 介质 的 一 套 方程 


Fn 
ol 


md od hd Ml dl 


一 一 
OD 


T 1 和 了 各 和 1 


js 
Co 
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惯性 区 44,102,192 

H 
哈 尔 标 度 函 数 125,131,138,145 
哈 尔 小 波 123,136 
含 能 涡 区 192 
耗 散 率 48,192 
耗 散 区 192 
耗 散 系统 207,229 
赫 斯 特 指数 98,111,196,266 
胡 克 定律 ”267 
黄金 分 割 数 ”34,242,243 
恢复 变量 250 
混沌 ”167,171,207,212 
混沌 吸引 子 217 
活化 子 235 
霍 普 夫 分 贫 ” 86,90 


积分 尺度 192 

积 雨 云 60 

级 联 过 程 3,23,27,191,197,203,255 
极限 环 207,231 

极 值 事 件 52,150,237,262 

几何 相 变 24 

记忆 性 30,38,58,92,118,224,264,284 
记忆 性 函数 ”102,285 

伽利略 变换 63,64 

尖 拐 突变 88 

间歇 汕 流 4,197 

间歇 性 25 

结构 函数 193,196,198 

禁 阻 子 235 

经 验 模 态 分 解 ”219 

品格 常数 1 

居 里 点 1 


锯齿 变换 57,61 
卷 积 124,130,285 
K 
KdV 方程 46 
KPZ 方程 49 
康 托 尔 集合 28,138,143,169,255 
柯 西 分 布 111,114 
科 尔 莫 戈 罗 夫 模型 44,191,197,202 
科 尔 莫 戈 罗 夫 炉 (K 炉 ) ”207 ,217 
科 替 雪花 8 
可 激发 系统 250 
扩散 9,94 
扩散 方程 45,96,109 
扩散 系数 45,49,232,235,306 


L 
拉 普 拉 斯 变换 276,280 
莱 雷 数 184 
朗 之 万 方程 100,224,264 
雷诺 数 191 
雷雨 云 3 
累计 概率 114 
李 雅 普 诺 夫 指数 204,217 
连通 概率 4 
连续 动力 系统 206,229 
连续 相 变 1 


两 尺度 康 托 尔 集 150 

列 维 分 布 15,107,111,190,263,306 
列 维 运动 ”93,105,110,118,191 
临界 点 1,23,45,70,81,170,269 
临界 概率 ”69,77 

临界 慢 化 270 

临界 温度 1,67 

临界 现象 ”11,23 

临界 指数 2,23,76,238 

零 尺 度 ”24,92 

零 阶 相 变 91 

流 场 “247 

逻辑 斯 带 模型 ”167 
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螺旋 结构 241,255 

洛 伦 欧 方 程 183 

洛 伦 效 变换 63,64 
MI 


马蹄 映射 ”247,248 
蒙特 卡 洛 方法 67 
米 塔 - 列 夫 勒 函数 109,278 
短 律 分 布 52,188,256,258 
面包 师 变 换 60,248 
面包 师 映射 ”160 
模 数 ”180,252 
魔鬼 楼 梯 ”144 
莫 莱 特 小 波 ”123 
墨西哥 帆 小 波 123,128 
母 小 波 128,132 

N 


纳 维 -斯 托 克 斯 方程 48,183 
内 本 征 模 态 函 数 219 

拟 周期 运动 ”177,179,182,207 
黏 弹性 介质 267,290 
黏 性 指 进 9 

扭转 ”61,246 


欧 拉 维 数 18 


帕 雷 托 定律 ”51 
庞 加 莱 截 面 178 
偏 斜 度 115,186,263 
漂移 算 子 225 

普 朗 特 数 184 


奇 点 251 

奇异 性 23 
齐 普 夫 定律 51 
气候 11,44,263,290 
欣 和 人 相 空 间 210 
去 趋势 涨 落 分 析 226 
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R 涡 旋 3,28,60,236 
热传导 方程 45 无 特征 尺度 1,8,12,42,191,229 
热 对 流 59 xX 

S 吸引 子 12 
沙 堆 模型 239 相干 长 度 74,76 
恼 ”152,260,261,269,304 箱 函 数 125,127,132 
生长 过 程 83 相 变 1,23,55,86,152,170,235 
时 间 序 列 114,206,209,219,225,251 相 轨 迹 ”206 
适应 系统 231 小 波 变 换 13,119,128,145,219 
树 突 38 谢 尔 平 斯 基 海 绵 20,34 
斯 特 林 近 似 157,158 言 息 维 数 148 
随机 分 形 38 序 参数 86 
随机 过 程 17,186 旋转 数 168,178 
随机 函数 132 Y 
随机 微分 方程 49,100,224,264 亚 扩散 ”16 
随机 游 动 ”14,94,262,266 延迟 参数 ”210 
随机 自 相似 17 伊 辛 模型 ”2,67,78,81 
锁 频 179 异常 扩散 ”14,39,262,290,303 

T 异 宿 轨道 ”252 
塔 肯 斯 定理 210 易 逸 度 84 
弹性 介质 267 游 动 距离 15 
逃逸 速度 51 有 限 扩散 凝聚 模型 9,49 
特征 尺度 21 逾 渗 ”4,24,69 
特征 函数 78,108,188,263 圆 映 射 ”168,176,180 
同步 “179 7 
ep 128,;130 pe 
ge kt 占据 概率 4,70,74 
i 涨 落 ”45,52,67,69,119,150 
图 灵 分 贫 ”232 ea 
漠 流 3,27,106,171,183 eee 

正常 扩散 ”15,39 
椭圆 函数 ”252 、 ee | 
精 贺 积分 253 家 可 联 尝 玉 186 
椭圆 余弦 波 47 重 尾 分 布 52,109 
周期 驱动 176.179 


拓扑 维 数 18,20 
轴 突 38 
W 自 催 化 ”235 


魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 35,108,188,291 自 回避 随机 行走 83 


索 
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自 适应 系统 231 

自我 复制 ”27,29,59 

自 相 关 函 数 39,96,99,101,204,225,238， 
264,293 

自 相关 系数 ”99 

自 相似 ”23,37,59,97,229,241 


自 相似 过 程 98,102,111 

自 相似 结构 ”23,44,138,255 
自 相 似 随机 过 程 97,105,110 
自 组 织 44,118,229,235,259 
自 组 织 临 界 性 11,229,236 
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